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✹✳✶✷ ❙②♥.❤=)❡ ❞❡) '/)✉❧.❛.) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✺✳✶ ❈❛'❛❝./'✐).✐0✉❡) ❞❡) ✺ ❝❧❛))❡) ❞✬✐♥).❛♥❝❡) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✺✳✷ ❘/)✉❧.❛.) ♣♦✉' ❧❡) ✐♥).❛♥❝❡) ❞❡ ❝❧❛))❡ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✺✳✸ ❘/)✉❧.❛.) ♣♦✉' ❧❡) ✐♥).❛♥❝❡) ❞❡ ❝❧❛))❡ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✺✳✹ ❈♦♠♣❛'❛✐)♦♥ ❞❡) '/)✉❧.❛.) ❞❡ ●❆❚❙ ♣♦✉' ❧❛ ❝❧❛))❡ ✷ ❛✈❡❝ ❡. )❛♥) ).♦❝❦ ✳ ✳ ✶✷✵
✺✳✺ ❘/)✉❧.❛.) ♣♦✉' ❧❡) ✐♥).❛♥❝❡) ❞❡ ❝❧❛))❡ ✸ ❛✈❡❝ ❝'✐.='❡ ❂ ♠❛❦❡#♣❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✺✳✻ ❘/)✉❧.❛.) ♣♦✉' ❧❡) ✐♥).❛♥❝❡) ❞❡ ❝❧❛))❡ ✺ ✭❛✈❡❝ Pij = 1, 2× Pij✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✺✳✼ ❘/)✉❧.❛.) ♣♦✉' ❧❡) ✐♥).❛♥❝❡) ❞❡ ❝❧❛))❡ ✹ ❞❡ ❬▼❛.❡♦ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ❛✈❡❝ ✺ ❥♦❜#✱
✺ ❝✉✈❡) ❡. ✶ '♦❜♦. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✈✐✐
✈✐✐✐ ▲✐"#❡ ❞❡" #❛❜❧❡❛✉①
✺✳✽ ❘&'✉❧*❛*' ♣♦✉. ❧❡' ✐♥'*❛♥❝❡' ❞❡ ❝❧❛''❡ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✺✳✾ ❘&'✉❧*❛*' ♣♦✉. ❧❡' ✐♥'*❛♥❝❡' ❞❡ ❝❧❛''❡ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✺✳✶✵ ❘&'✉❧*❛*' ♣♦✉. ❧❡' ✐♥'*❛♥❝❡' ❞❡ ❝❧❛''❡ ✸ ❛✈❡❝ ❝.✐*8.❡ ❂ ❞❛*❡ ❞❡ '♦.*✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✺✳✶✶ ❘&'✉❧*❛*' ♣♦✉. ❧❡' ✐♥'*❛♥❝❡' ❞❡ ❝❧❛''❡ ✸ ❛✈❡❝ ❝.✐*8.❡ ❂ ♠❛❦❡"♣❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✺✳✶✷ ❘&'✉❧*❛*' ♣♦✉. ❧❡' ✐♥'*❛♥❝❡' ❞❡ ❝❧❛''❡ ✹ ❛✈❡❝ ✺ ❝✉✈❡' ❡* ✶ .♦❜♦* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸
✺✳✶✸ ❘&'✉❧*❛*' ♣♦✉. ❧❡' ✐♥'*❛♥❝❡' ❞❡ ❝❧❛''❡ ✹ ❞❡ ❬▼❛*❡♦ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ❛✈❡❝ ✺ ❥♦❜"✱
✺ ❝✉✈❡' ❡* ✷ .♦❜♦*' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹
✺✳✶✹ ❘&'✉❧*❛*' ♣♦✉. ❧❡' ✐♥'*❛♥❝❡' ❞❡ ❝❧❛''❡ ✹ ✿ ❬A❛✉❧ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✺✳✶✺ ❘&'✉❧*❛*' ❝♦♠♣❛.&' ❛✈❡❝ ❙❇◆ ♣♦✉. ❧❡' ✐♥'*❛♥❝❡' ❞❡ ❝❧❛''❡ ✹ ❞❡ ❬A❛✉❧ ❡* ❛❧✳✱
✷✵✵✼❪✱ ❛✈❡❝ ✹✵ ❥♦❜'✱ ✶✽ ❝✉✈❡' ❡* ✶ .♦❜♦* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✺✳✶✻ ❘&'✉❧*❛*' ♣♦✉. ❧❡' ✐♥'*❛♥❝❡' ❞❡ ❝❧❛''❡ ✺ ❛✈❡❝ ❝.✐*8.❡ ❂ ♠❛❦❡"♣❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✺✳✶✼ ❙②♥*❤❡'❡ ❞❡' .&'✉❧*❛*' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
❉✳✶ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼
❉✳✷ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼
❉✳✸ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
❉✳✹ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
❉✳✺ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 5 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
❉✳✻ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
❉✳✼ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾
❉✳✽ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾
❉✳✾ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 9 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾
❉✳✶✵ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 10 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾
❉✳✶✶ ❚❡♠♣' ❞❡ ❞&♣❧❛❝❡♠❡♥* ♣♦✉. ❧❛ *♦♣♦❧♦❣✐❡ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵
❉✳✶✷ ❚❡♠♣' ❞❡ ❞&♣❧❛❝❡♠❡♥* ♣♦✉. ❧❛ *♦♣♦❧♦❣✐❡ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵
❉✳✶✸ ❚❡♠♣' ❞❡ ❞&♣❧❛❝❡♠❡♥* ♣♦✉. ❧❛ *♦♣♦❧♦❣✐❡ ✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵
❉✳✶✹ ❚❡♠♣' ❞❡ ❞&♣❧❛❝❡♠❡♥* ♣♦✉. ❧❛ *♦♣♦❧♦❣✐❡ ✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵
❊✳✶ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
❊✳✷ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
❊✳✸ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
❊✳✹ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
❊✳✺ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 5 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
❊✳✻ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
❊✳✼ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
❊✳✽ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
❊✳✾ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 9 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
❊✳✶✵ ❉♦♥♥&❡' ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜' 10 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹
❊✳✶✶ ❚❡♠♣' ❞❡ ❞&♣❧❛❝❡♠❡♥* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹
❋✳✶ ❉♦♥♥&❡' ❞❡' ✐♥'*❛♥❝❡' ❞❡ ▼❛*❡♦ ❡* ❛❧✳ ❛✈❡❝ ✺ ❝✉✈❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺
❋✳✷ ❉♦♥♥&❡' ❞❡' ✐♥'*❛♥❝❡' ❞❡ ▼❛*❡♦ ❡* ❛❧✳ ❛✈❡❝ ✻ ❝✉✈❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼
✐①
❋✳✸ ❉♦♥♥(❡* ❞❡* ✐♥*,❛♥❝❡* ❞❡ ▼❛,❡♦ ❡, ❛❧✳ ❛✈❡❝ ✼ ❝✉✈❡* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽
❋✳✹ ❉♦♥♥(❡* ❞❡* ✐♥*,❛♥❝❡* ❞❡ ▼❛,❡♦ ❡, ❛❧✳ ❛✈❡❝ ✽ ❝✉✈❡* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵
❋✳✺ ❉♦♥♥(❡* ❞❡* ✐♥*,❛♥❝❡* ❞❡ ▼❛,❡♦ ❡, ❛❧✳ ❛✈❡❝ ✾ ❝✉✈❡* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶
❋✳✻ ❉♦♥♥(❡* ❞❡* ✐♥*,❛♥❝❡* ❞❡ ▼❛,❡♦ ❡, ❛❧✳ ❛✈❡❝ ✾ ❝✉✈❡* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷
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♦✉'✐❧2 E ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥✉♠4+✐C✉❡ ✭❈◆❈ ✿ ❈♦♠♣✉%❡& ◆✉♠❡&✐❝❛❧ ❈♦♥%&♦❧ ✮ ❀
✕ ♣+♦❞✉❝'✐♦♥ ✢❡①✐❜❧❡ ✭+♦✉'❛❣❡ ✢❡①✐❜❧❡✮ ✿ ❡❧❧❡ ♦✛+❡ ❧❛ ♣♦22✐❜✐❧✐'4 ❞✬✉'✐❧✐2❡+ ♣❧✉2✐❡✉+2 ♠❛✲
❝❤✐♥❡2 ♣♦✉+ ❡✛❡❝'✉❡+ ❧❛ ♠P♠❡ ♦♣4+❛'✐♦♥ 2✉+ ✉♥❡ ♣✐;❝❡✳ ❊❧❧❡ 2❡ '+❛❞✉✐' ❛✉22✐ ♣❛+
❧❛ ❝❛♣❛❝✐'4 ❞✉ 2②2';♠❡ E ❛❜2♦+❜❡+ ❞❡2 ❝❤❛♥❣❡♠❡♥'2 E ❣+❛♥❞❡ 4❝❤❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥' ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦✉ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐'4 ❞❡ ♣+♦❞✉❝'✐♦♥✱ ✈♦✐+❡ ❞❡ ♥❛'✉+❡ ❞❡2 ♣✐;❝❡2 ♦✉
❞❡2 ♣+♦❞✉✐'2 ❡♥ ❝♦✉+2 ❞❡ ♣+♦❞✉❝'✐♦♥✱ 2❛♥2 ❜❡2♦✐♥ ❞✬❡♥❣❛❣❡+ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ✐♥✈❡2'✐22❡✲
♠❡♥'2✳
▲❡2 +❡22♦✉+❝❡2 ❞❡ '+❛♥2♣♦+' ✉'✐❧✐24❡2 ❞❛♥2 ❧❡2 ❋▼❙ 2♦♥' 2♦✉✈❡♥' ❞❡2 ❝❤❛+✐♦'2 ❛✉'♦❣✉✲
✐❞42 ✭❆●❱ ♣♦✉+ ❆✉%♦♠❛%❡❞ ●✉✐❞❡❞ ❱❡❤✐❝❧❡ ✮✳ ▲❡2 ❆●❱2 ❞4♣❧❛❝❡♥' 2❛♥2 ❝♦♥❞✉❝'❡✉+ ❧❡2
♣+♦❞✉✐'2 ♣♦✉+ ❧❡2 ♠♦✉✈❡♠❡♥'2 ❤♦+✐③♦♥'❛✉①✳ ■❧2 ♦♥' 4'4 ✐♥'+♦❞✉✐'2 ❡♥ ✶✾✺✺ ✭❬▼Y❧❧❡+✱ ✶✾✽✸❪✮✳
▲❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡2 ❞✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❡' ❞❡ ✈❛+✐❛'✐♦♥ ❞❡2 '②♣❡2 ❞✬❆●❱2 ❛ ❛✉❣♠❡♥'4 2✐❣✲
















❋✐❣✉$❡ ✶✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❋▼❙ /✐♠♣❧❡
♥✐✜❝❛5✐✈❡♠❡♥5✳
▲❛ ✜❣✉:❡ ✶✳✷ ♠♦♥5:❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉:❛5✐♦♥ ♣❤②/✐>✉❡ ♣♦✉: ✉♥ ❋▼❙ /✐♠♣❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡/5 ❝♦♠✲
♣♦/@❡ ❞✬✉♥ ♣♦/5❡ ❞❡ ❝❤❛:❣❡♠❡♥5✴❞@❝❤❛:❣❡♠❡♥5✱ ❞❡✉① ❆●❱/✱ >✉❛5:❡ ♠❛❝❤✐♥❡/ G ❝♦♠♠❛♥❞❡
♥✉♠@:✐>✉❡✱ ❡5 ❧❡✉:/ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥5/ ❞❡ /5♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ❡♥5:@❡ ❡5 /♦:5✐❡ ✭■❙✴❖❙✮ ✭❬▲✐ ❡5 ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✮✳
▲❡/ ❤②♣♦5❤Q/❡/ ❣@♥@:❛❧❡♠❡♥5 ❛❞♦♣5@❡/ ❞❛♥/ ✉♥ ♠♦❞Q❧❡ ❞❡ ❋▼❙✱ ❡5 ❞❛♥/ ✉♥ ❝♦♥5❡①5❡
♣:@❞✐❝5✐❢✱ /♦♥5 ❞@❝:✐5❡/ ❝✐ ❞❡//♦✉/ ✿
✕ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐5@ ❞✉ ♣♦/5❡ ❞❡ ❝❤❛:❣❡♠❡♥5 ❡5 ❞@❝❤❛:❣❡♠❡♥5 ❡/5 ✐❧❧✐♠✐5@❡✱ ❧❡/ ❞❡✉① ♣♦/5❡/
♣❡✉✈❡♥5 T5:❡ ✐❞❡♥5✐>✉❡/ ♦✉ ❞✐✛@:❡♥5/ ❀
✕ ❧❡/ :❡//♦✉:❝❡/ ❞❡ 5:❛✐5❡♠❡♥5 ♥❡ ♣❡✉✈❡♥5 5:❛✐5❡: >✉✬✉♥ ❧♦5 ❞❡ ♣✐Q❝❡/ G ❧❛ ❢♦✐/ ❀
✕ ❧❡/ :❡//♦✉:❝❡/ ❞❡ 5:❛♥/♣♦:5 ♥❡ ♣❡✉✈❡♥5 5:❛♥/♣♦:5❡: >✉✬✉♥ ❧♦5 G ❧❛ ❢♦✐/ ❀
✕ ❧❡ 5❡♠♣/ ❞❡ 5:❛✐5❡♠❡♥5 ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠♣:❡♥❞ ❧❡/ 5❡♠♣/ ❞❡ ♣:@♣❛:❛5✐♦♥ ✭❞@♠♦♥✲
5❛❣❡✴♠♦♥5❛❣❡ ❞❡/ ♦✉5✐❧❧❛❣❡/ ❡5 :@❣❧❛❣❡✮ ❀
✕ ❧❡/ ♦♣@:❛5✐♦♥/ ❞❡ ♠❛✐♥5❡♥❛♥❝❡ ❡5 ❧❡/ ♣❛♥♥❡/ ❞❡/ ♠❛❝❤✐♥❡/ ❡5 ❞❡/ ❆●❱ ♥❡ /♦♥5 ♣❛/
❝♦♥/✐❞@:@❡/ ❀
✕ /✐ ✉♥❡ ♣✐Q❝❡ ❛::✐✈❡ /✉: ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ >✉✐ ❡/5 ♦❝❝✉♣@❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉5 ❛55❡♥❞:❡ ❞❛♥/ ❧❡ /5♦❝❦
❞✬❡♥5:@❡ ❞❡ ❝❡55❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❀
✕ /✐ ✉♥❡ ♣✐Q❝❡ ❛ ✜♥✐ /♦♥ 5:❛✐5❡♠❡♥5 /✉: ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡5 >✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛/ ❞❡ :❡//♦✉:❝❡ ❞❡
5:❛♥/♣♦:5 ❞✐/♣♦♥✐❜❧❡ 5♦✉5 ❞❡ /✉✐5❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉5 ❛55❡♥❞:❡ ❞❛♥/ ❧❡ /5♦❝❦❛❣❡ ❞❡ /♦:5✐❡ ❞❡
❝❡55❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳
X♦✉: ❝♦♥❝❡✈♦✐: ❡5 ❣@:❡: ✉♥ /②/5Q♠❡ ✢❡①✐❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉5 :@/♦✉❞:❡ ♣❧✉/✐❡✉:/ ♣:♦❜❧Q♠❡/ ❞✬♦♣✲
5✐♠✐/❛5✐♦♥✱ ❡♥ ❞@5❡:♠✐♥❛♥5 ✿ ❧✬✐♠♣❧❛♥5❛5✐♦♥ ❞✉ /②/5Q♠❡ ♣❤②/✐>✉❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜:❡ ❡5 ❧❛ ❧♦❝❛❧✲
✐/❛5✐♦♥ ❞❡/ ♣♦✐♥5/ ❞❡ ❝❤❛:❣❡♠❡♥5 ❡5 ❞@❝❤❛:❣❡♠❡♥5✱❧❡ ♥♦♠❜:❡ ❞❡ ✈@❤✐❝✉❧❡/ ♥@❝❡//❛✐:❡/✱ ❧❡
:♦✉5❛❣❡ ❞❡/ ✈@❤✐❝✉❧❡/✱ ❧❛ ❣❡/5✐♦♥ ❞✉ 5:❛✜❝✱ ❧❛ ♣:@✈❡♥5✐♦♥ ❞❡/ ❝♦❧❧✐/✐♦♥/✱ ❧✬♦:❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥5
❞❡/ ♠❛❝❤✐♥❡/ ❡5 ❞❡/ :❡//♦✉:❝❡/ ❞❡ 5:❛♥/♣♦:5✳
✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ❆%❡❧✐❡&, ❞❡ ♣&♦❞✉❝%✐♦♥ ❛✈❡❝ &❡,,♦✉&❝❡, ❞❡ %&❛♥,♣♦&%
❋✐❣✉$❡ ✶✳✸ ✕ ❯♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ +♦❜♦.✐01❡
✶✳✷✳✷ ❈❡❧❧✉❧❡' (♦❜♦+✐'-❡'
▲❡0 +♦❜♦.0 ❥♦✉❡♥. ✉♥ +4❧❡ ✐♠♣♦+.❛♥. ❞❛♥0 ❧❡0 0②0.:♠❡0 ❞❡ ❢❛❜+✐❝❛.✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛+.✐❝✉❧✐❡+
❞❛♥0 ❧❡ 0②0.:♠❡ ❞❡ ♠❛♥✉.❡♥.✐♦♥✳ ❯♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❢❛❜+✐❝❛.✐♦♥ ❡0. ❛♣♣❡❧1❡ ❝❡❧❧✉❧❡ +♦❜♦.✐01❡
=✉❛♥❞ ❞❡0 +♦❜♦.0 0♦♥. +❡0♣♦♥0❛❜❧❡0 ❞✉ ❝❤❛+❣❡♠❡♥. ❡. ❞✉ ❞1❝❤❛+❣❡♠❡♥. ❞❡0 ♣✐:❝❡0 0✉+ ❧❡0
+❡00♦✉+❝❡0 ❞❡ .+❛✐.❡♠❡♥.✳ ❉❛♥0 ❧❡0 ❝❡❧❧✉❧❡0 +♦❜♦.✐01❡0✱ ❧❡ +♦❜♦. ❡0. ✜①❡✱ ♦✉ 0❡ ❞1♣❧❛❝❡ 0✉+
❞❡0 +❛✐❧0 ♣♦✉+ .+❛♥0♣♦+.❡+ ❞❡0 ♣✐:❝❡0 ❡♥.+❡ ❧❡0 ♠❛❝❤✐♥❡0✳ ❆♣+:0 ❧❡ ❝❤❛+❣❡♠❡♥. ❞✬✉♥❡ ♣✐:❝❡
0✉+ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✐0♣♦♥✐❜❧❡✱ ❧❡ +♦❜♦. ♣❡✉. 0♦✐. ❛..❡♥❞+❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣+♦❝❡00✉0 ❡♥ ❢❛❝❡ ❞❡ ❝❡..❡
♠❛❝❤✐♥❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣❛00❡+ E ❧❛ 0.❛.✐♦♥ ❞✬❡♥.+1❡ ♣♦✉+ ♣+❡♥❞+❡ ✉♥ ♣+♦❞✉✐. ❡. ❧❡ ❝❤❛+❣❡+ 0✉+
❧❛ ♣+❡♠✐:+❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦+❡ 0❡ ❞1♣❧❛❝❡+ ♣♦✉+ ❞1❝❤❛+❣❡+ ✉♥❡ ❛✉.+❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ▲❛
✜❣✉+❡ ✶✳✸ ♠♦♥.+❡ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ +♦❜♦.✐01❡✳
❉❛♥0 ✉♥ 0②0.:♠❡ +♦❜♦.✐01 ❜❛0✐=✉❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛0 ❞❡ 0.♦❝❦ E ❝4.1 ❞❡ ❝❤❛=✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ G❛+
❝♦♥01=✉❡♥.✱ E .♦✉. ♠♦♠❡♥.✱ ✉♥❡ ♣✐:❝❡ ❡0. 0♦✐. 0✉+ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ 0♦✐. 0✉+ ✉♥ +♦❜♦.✱ 0♦✐.
E ✉♥❡ 0.❛.✐♦♥ ❞✬❡♥.+1❡ ♦✉ ❞❡ 0♦+.✐❡✳ G♦✉+ ❧❡0 ❝❡❧❧✉❧❡0 +♦❜♦.✐01❡0 =✉✐ ❛✉.♦+✐0❡♥. ❞❡0 0.♦❝❦0✱
✉♥❡ ♣✐:❝❡ ♣❡✉. ❛✉00✐ H.+❡ ❞❛♥0 ✉♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥. ❞❡ 0.♦❝❦❛❣❡ ✭❜✉✛❡& ✮✳
▲❡0 ♠❛❝❤✐♥❡0 ✉.✐❧✐01❡0 ❞❛♥0 ❝❡0 0②0.:♠❡0 0♦♥. ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥. ❞❡0 ♠❛❝❤✐♥❡0 ♦✉.✐❧0 E
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥✉♠1+✐=✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥0 ❧❡0 ❋▼❙✳ ❊❧❧❡0 0♦♥. ❝❛♣❛❜❧❡0 ❞✬❡✛❡❝.✉❡+ ♣❧✉0✐❡✉+0
♦♣1+❛.✐♦♥0 ❞✐✛1+❡♥.❡0 ✭❬●✉❧.❡❦✐♥ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✮✳
▲❡0 +♦❜♦.0 ✉.✐❧✐010 ❞❛♥0 ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ +♦❜♦.✐01❡ 0♦♥. 0♦✉✈❡♥. ❞❡ ❝❛♣❛❝✐.1 ✉♥✐.❛✐+❡✳ ❈❡+.❛✐♥0
+♦❜♦.0 ♣❡✉✈❡♥. ❛✈♦✐+ ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♣+1❤❡♥0❡✉+✱ =✉✐ ♣❡+♠❡. ❛✉ +♦❜♦. ❞❡ ❞1❝❤❛+❣❡+ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡
♣❛+ ✉♥ ❞❡0 ♣+1❤❡♥0❡✉+0 ❡. ❞❡ ❝❤❛+❣❡+ 0✐♠✉❧.❛♥1♠❡♥. ✉♥ ❛✉.+❡ ♣+♦❞✉✐. 0✉+ ❧❛ ♠H♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡
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♠❡♥*✱ ❞❡ ,*♦❝❦❛❣❡ ❡* ❞❡ *$❛♥,♣♦$*✱ ❞♦♥* ❧❛ ❞❡,❝$✐♣*✐♦♥ ❡,* ❞.*❛✐❧❧.❡ ❝✐✲❛♣$?,✳ ▲❡, $❡,,♦✉$❝❡,
❞❡ *$❛✐*❡♠❡♥* ,♦♥* ,✉♣♣♦,.❡, ❞❡ ❝❛♣❛❝✐*. ✉♥✐*❛✐$❡✳ ▲❡, *❡♠♣, ♦♣.$❛*♦✐$❡, ② ,♦♥* ❜♦$♥.,
♣❛$ ✈❛❧❡✉$, ✐♥❢.$✐❡✉$❡ ✭min✮ ❡* ,✉♣.$✐❡✉$❡ ✭Max✮✳ ▲❡ *❡♠♣, ♠❛①✐♠❛❧ ♣❡✉* ♣$❡♥❞$❡ ❞✐✲
✈❡$,❡, ✈❛❧❡✉$, ✿ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦$♥❡ ✐♥❢.$✐❡✉$❡ ✭Max = min✮✱ ♦✉ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉$ ✜①❡ ,*$✐❝*❡♠❡♥*
,✉♣.$✐❡✉$❡ U ❝❡**❡ ❜♦$♥❡ ✭Max > min✮✱ ♦✉ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉$ ✐♥✜♥✐❡ ✭Max = +∞✮✳ ❉❛♥, ♥♦*$❡
❛*❡❧✐❡$✱ ♥♦✉, ❝♦♥,✐❞.$♦♥, ;✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛, ❞❡ ,*♦❝❦❛❣❡ ❛✉*♦$✐,. ,✉$ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡*✱
❧❡ ,*♦❝❦❛❣❡ ❡,* .✈❛❧✉. U ♣❛$*✐$ ❞✉ ❞.♣❛,,❡♠❡♥* ❞❡ ❧❛ ❜♦$♥❡ ,✉♣.$✐❡✉$❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉$.❡ ❞❡
*$❛✐*❡♠❡♥*✳ ❙✐ ❝❡**❡ ❜♦$♥❡ ❡,* ❛**❡✐♥*❡✱ ❛❧♦$, ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐;✉❡ ✿
✕ ,♦✐* ;✉❡ ❧❡ ♣$♦❞✉✐* ❞♦✐* E*$❡ *$❛♥,❢.$. ,❛♥, ❞.❧❛✐ U ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ,✉✐✈❛♥*❡ ♦✉ U ❧✬❡♠✲
♣❧❛❝❡♠❡♥* ❞❡ ,*♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ❛✈❛❧ ,✬✐❧ ❡①✐,*❡ ❀
✕ ,♦✐* ;✉❡ ❧❡ ♣$♦❞✉✐* ❡,* ❞.❢❡❝*✉❡✉①✱ ❝❡ ;✉✐ ❝♦$$❡,♣♦♥❞$❛ U ✉♥❡ ,♦❧✉*✐♦♥ ✐♥❢❛✐,❛❜❧❡ ❞✉
♣$♦❜❧?♠❡ ;✉❡ ♥♦✉, *$❛✐*♦♥, ✐❝✐✳
❊♥✜♥✱ ✉♥ ❛*❡❧✐❡$ ♣❡✉* ❝♦♠♣$❡♥❞$❡ ♣❧✉,✐❡✉$, ♠❛❝❤✐♥❡, ✐❞❡♥*✐;✉❡, ❡♥ ♣❛$❛❧❧?❧❡✱ ❡* ❝❡$*❛✐♥❡,
♠❛❝❤✐♥❡, ♣❡✉✈❡♥* E*$❡ ✢❡①✐❜❧❡,✱ ❝✬❡,*✲U✲❞✐$❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ $.❛❧✐,❡$ ♣❧✉,✐❡✉$, *②♣❡, ❞✬♦♣.$❛✲
*✐♦♥, ✭② ❝♦♠♣$✐, ♣♦✉$ ✉♥ ♠E♠❡ ♣$♦❞✉✐*✮✳ ❈❤❛;✉❡ $❡,,♦✉$❝❡ ❞❡ *$❛✐*❡♠❡♥* ❝♦♠♣♦$*❡ ✉♥
❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥* ❞❡ ,*♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ❛♠♦♥* ❡* ❡♥ ❛✈❛❧✳ ❖♥ ,✉♣♣♦,❡ ;✉❡ ❧❡✉$ ♣$♦①✐♠✐*. ❣.♦❣$❛♣❤✐;✉❡
.✈✐*❡ ❧❡ $❡❝♦✉$, U ✉♥❡ ♦♣.$❛*✐♦♥ ❞❡ *$❛♥,♣♦$* ❡♥*$❡ *♦✉*❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡* ,❡, ❜✉✛❡*1✳ ▲❛ ❝❛✲
♣❛❝✐*. ❞❡ ❝❤❛;✉❡ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥* ❡,* ,♦✐* ♥✉❧❧❡ ✭❝❡ ;✉✐ ❝♦$$❡,♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐* U ✉♥❡ ❛❜,❡♥❝❡ ❞❡
,*♦❝❦ ✐♥*❡$♠.❞✐❛✐$❡✮✱ ,♦✐* ✐♥✜♥✐❡ ✭❡♥ $.❛❧✐*. ❧✐♠✐*.❡ ♠❛✐, ,✉✣,❛♥*❡ ♣♦✉$ ❛❜,♦$❜❡$ ❧❛ ❝❤❛$❣❡
❞❛♥, *♦✉*❡, ❧❡, ,✐*✉❛*✐♦♥,✮✳ ❈❡**❡ ❝♦♥✜❣✉$❛*✐♦♥ ♣❡$♠❡* ❞❡ ♣$❡♥❞$❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡
❞❡, ❝❛, ✐❞❡♥*✐✜.,✳ ▲❡, $❡,,♦✉$❝❡, ❞❡ *$❛♥,♣♦$* ,♦♥* ❝❛$❛❝*.$✐,.❡, ♣❛$ ✿
✕ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐*. ✉♥✐*❛✐$❡✳ ▲❡, $❡,,♦✉$❝❡, ♠✉❧*✐✲❝❛♣❛❝✐*❛✐$❡, ,♦♥* ,♦✉✈❡♥* ✉*✐❧✐,.❡, ♣♦✉$
*$❛♥,♣♦$*❡$ ✉♥ ❧♦* ❞❡ ♣✐?❝❡,✳ ◆♦✉, ❛,,✐♠✐❧♦♥, ❡♥ ❢❛✐* ✉♥ ❧♦* ❞❡ ♣✐?❝❡, U ✉♥ ♣$♦❞✉✐*
✉♥✐;✉❡✱ ✐♥❞✐,,♦❝✐❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉$, ❞✉ ♣$♦❝❡,,✉, ❀
✕ ❞❡, *❡♠♣, ❞❡ ❞.♣❧❛❝❡♠❡♥* ❡♥ ❝❤❛$❣❡ ❡* U ✈✐❞❡ ♥❡ ❞.♣❡♥❞❛♥* ;✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐,❛*✐♦♥
❞❡, ♠❛❝❤✐♥❡, ♦$✐❣✐♥❡ ❡* ❞❡,*✐♥❛*✐♦♥ ❞❡, ♠♦✉✈❡♠❡♥*,✳ ◆♦✉, ♥❡ *$❛✐*♦♥, ♣❛, ✐❝✐ ❧❡ ❝❛,
✶✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ❆%❡❧✐❡&, ❞❡ ♣&♦❞✉❝%✐♦♥ ❛✈❡❝ &❡,,♦✉&❝❡, ❞❡ %&❛♥,♣♦&%
❞❡$ %❡♠♣$ ❞❡ %(❛♥$♣♦(% ❞,♣❡♥❞❛♥% ❞❡$ ♣(♦❞✉✐%$ ❀
✕ ❧❡$ %❡♠♣$ ❞❡ ❝❤❛(❣❡♠❡♥%✴❞,❝❤❛(❣❡♠❡♥% ❞❡$ (❡$$♦✉(❝❡$ ❞❡ %(❛♥$♣♦(% $♦♥% ✐♥❝❧✉$ ❞❛♥$
❧❡$ %❡♠♣$ ❞❡ ❞,♣❧❛❝❡♠❡♥%✳ ◆♦✉$ ♥❡ ❞,✜♥✐$$♦♥$ ♣❛$ ✐❝✐ ❧❛ %♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ (,$❡❛✉ ❞❡
%(❛♥$♣♦(% ❞❡ ♥♦%(❡ ❛%❡❧✐❡( ❣,♥,(✐9✉❡✱ ❝❛( ♥♦✉$ ♥❡ %(❛✐%♦♥$ ♣❛$ ❞❛♥$ ❝❡ ♠,♠♦✐(❡ ❧❡$
♣(♦❜❧<♠❡$ ❞❡ (♦✉%❛❣❡ ❡% ❧❡$ (✐$9✉❡$ ❞❡ ❝♦❧❧✐$✐♦♥$ ❡♥%(❡ ❧❡$ ♠♦②❡♥$ ❞❡ ♠❛♥✉%❡♥%✐♦♥✳
✶✳✹ ❇✐❧❛♥
▲✬❛%❡❧✐❡( ❣,♥,(✐9✉❡✱ ❞♦♥% ♥♦✉$ ✈❡♥♦♥$ ❞❡ ❞,✜♥✐( ❧❡$ ❝❛(❛❝%,(✐$%✐9✉❡$✱ ♥♦✉$ $❡♠❜❧❡
(❡♣(,$❡♥%❛%✐❢ ❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦(✐%, ❞❡$ ❛%❡❧✐❡($ ❞❡ ♣(♦❞✉❝%✐♦♥ ❛✈❡❝ (❡$$♦✉(❝❡$ ❞❡ %(❛♥$♣♦(% 9✉❡
♥♦✉$ ♣♦✉✈♦♥$ (❡♥❝♦♥%(❡( ❞❛♥$ ❧❛ ❧✐%%,(❛%✉(❡ ❡% ❞❛♥$ ❧✬✐♥❞✉$%(✐❡✱ ♠♦②❡♥♥❛♥% ❧❡$ ❤②♣♦%❤<$❡$
$✐♠♣❧✐✜❝❛%(✐❝❡$ 9✉❡ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ❢❛✐%❡$✳ ❈❡% ❛%❡❧✐❡( ♥♦✉$ $❡(✈✐(❛ ❞❡ ❜❛$❡ ❞❛♥$ ❧❛ $✉✐%❡ ❞❡
❝❡ ♠,♠♦✐(❡✳ ❊♥ ♣❛(%✐❝✉❧✐❡(✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐%(❡ $✉✐✈❛♥%✱ ♥♦✉$ ❞,✜♥✐$$♦♥$ ❧❡ ♣(♦❜❧<♠❡ ❞✬♦(❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥% ❛$$♦❝✐, 9✉❡ ♥♦✉$ ❝❤❡(❝❤♦♥$ F (,$♦✉❞(❡✱ ❛♣(<$ ❛✈♦✐( ♣(♦♣♦$, ✉♥ ,%❛% ❞❡ ❧✬❛(% ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✳
❈❤❛♣✐%&❡ ✷
❖&❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥% ❞❡/ ❛%❡❧✐❡&/ ❛✈❡❝
&❡//♦✉&❝❡/ ❞❡ %&❛♥/♣♦&%
✷✳✶ ❖$❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥, ❞✬❛,❡❧✐❡$
◆♦✉# ❞%❝'✐✈♦♥# ❞❛♥# ❝❡--❡ #❡❝-✐♦♥ .✉❡❧.✉❡# ❝♦♥❝❡♣-# ❣%♥%'❛✉① ❝♦♥❝❡'♥❛♥- ❧❡# ♣'♦❜❧4♠❡#
❞✬♦'❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥- ❞✐-# ❝❧❛##✐.✉❡# '❡♥❝♦♥-'%# ❞❛♥# ❧❛ ❧✐--%'❛-✉'❡✳
✷✳✶✳✶ ❈♦♥❝❡♣)* ❣,♥,-❛✉①
❘%#♦✉❞'❡ ✉♥ ♣'♦❜❧4♠❡ ❞✬♦'❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥- ❝♦♥#✐#-❡ 9 ♣'♦❣'❛♠♠❡' ❧✬❡①%❝✉-✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥✲
#❡♠❜❧❡ ❞❡ -;❝❤❡#✱ ❡♥ ❧❡✉' ❛❧❧♦✉❛♥- ❧❡# '❡##♦✉'❝❡# '❡.✉✐#❡# ❡- ❡♥ ✜①❛♥- ❧❡✉'# ❞❛-❡# ❞✬❡①%❝✉-✐♦♥
✭❬❈❛'❧✐❡' ❛♥❞ ❈❤'%-✐❡♥♥❡✱ ✶✾✽✽❪✮✳ ❉❡ ♠❛♥✐4'❡ ♣❧✉# ❞%-❛✐❧❧%❡✱ ✉♥ ♣'♦❜❧4♠❡ ❞✬♦'❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥- ❡#- ❞%✜♥✐ ♣❛' .✉❛-'❡ ♣'✐♥❝✐♣❛✉① -②♣❡# ❞✬%❧%♠❡♥-# ✿ ❧❡# -;❝❤❡# 9 ❡✛❡❝-✉❡'✱ ❧❡# '❡##♦✉'❝❡#
✉-✐❧❡# 9 ❧❡✉' '%❛❧✐#❛-✐♦♥✱ ❧❡# ❝♦♥-'❛✐♥-❡# ❞✉ #②#-4♠❡ '❡❧✐❛♥- ❧❡# %❧%♠❡♥-# ♣'%❝%❞❡♥-#✱ ❡- ❡♥✜♥
❧❡ ♦✉ ❧❡# ♦❜❥❡❝-✐❢# 9 ❛--❡✐♥❞'❡✳
❚!❝❤❡ ✿ ❝✬❡#- ❧✬❡♥-✐-% %❧%♠❡♥-❛✐'❡ ❞✬✉♥ -'❛✈❛✐❧✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❧❡# -;❝❤❡# #♦♥- '❡❣'♦✉♣%❡#
❡♥ -'❛✈❛✉①✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡# ♣'♦❜❧4♠❡# ❞✬♦'❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥- ❞✬❛-❡❧✐❡' ❝❧❛##✐.✉❡#✱ ❧❡#
-'❛✈❛✉① #♦♥- ❧❡# ❥♦❜# ♦✉ ❧♦-# ❞❡ ♣✐4❝❡# 9 '%❛❧✐#❡'✳ ❆ ❝❤❛.✉❡ -'❛✈❛✐❧ ❡#- ❛##♦❝✐% ✉♥❡
❣❛♠♠❡ ♦♣%'❛-♦✐'❡ .✉✐ ❡#- ✉♥❡ ❧✐#-❡ ♦'❞♦♥♥%❡ ❞❡ -;❝❤❡# ✭♦♣%'❛-✐♦♥#✮✳ ❯♥ -'❛✈❛✐❧ ❡#-
%❣❛❧❡♠❡♥- ❝❛'❛❝-%'✐#% ♣❛' ✉♥❡ ❞❛-❡ ❞❡ ❞✐#♣♦♥✐❜✐❧✐-% ✭❞%❜✉- ❛✉ ♣❧✉# -P-✮ ❡- ❞❡ ❧✐✈'❛✐#♦♥
✭✜♥ ❛✉ ♣❧✉# -❛'❞ 9 '❡#♣❡❝-❡'✱ ❞❡ ♠❛♥✐4'❡ ✐♠♣%'❛-✐✈❡ ♦✉ ♥♦♥✮✳ ❈❤❛.✉❡ -;❝❤❡ ❡#-
❝❛'❛❝-%'✐#%❡ ♣❛' ✉♥❡ ❞✉'%❡ ❡- ✉-✐❧✐#❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉#✐❡✉'# '❡##♦✉'❝❡# ♣♦✉' #♦♥ ❡①%❝✉-✐♦♥✳
❘❡&&♦✉)❝❡ ✿ ❝✬❡#- ✉♥ ♠♦②❡♥ -❡❝❤♥✐.✉❡ '❡.✉✐# ♣♦✉' ❧❛ '%❛❧✐#❛-✐♦♥ ❞✬✉♥❡ -;❝❤❡ ❡- ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡
❡♥ .✉❛♥-✐-% ❡- ❝❛♣❛❝✐-% ❧✐♠✐-%❡#✳ ❖♥ ❞✐#-✐♥❣✉❡ ♣❧✉#✐❡✉'# -②♣❡# ❞❡ '❡##♦✉'❝❡# ✿ ❧❡#
'❡##♦✉'❝❡# '❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡# ❡- ❧❡# '❡##♦✉'❝❡# ❝♦♥#♦♠♠❛❜❧❡# ✿
✕ ❧❡# '❡##♦✉'❝❡# '❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡#✱ '❡❞❡✈✐❡♥♥❡♥- ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡# ❡♥ ♠S♠❡ .✉❛♥-✐-% ❛♣'4#
❛✈♦✐' %-% ✉-✐❧✐#%❡# ♣❛' ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉#✐❡✉'# -;❝❤❡# ✭♠❛❝❤✐♥❡✱ '♦❜♦-✳✳✳✮ ❀
✕ ❧❡# '❡##♦✉'❝❡# ❝♦♥#♦♠♠❛❜❧❡# ✭♠❛-✐4'❡ ♣'❡♠✐4'❡✱ ❜✉❞❣❡-✱✳✳✳✮✱ ❞♦♥- ❧❛ ❝♦♥#♦♠♠❛-✐♦♥
✶✾
✷✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ❖&❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥% ❞❡0 ❛%❡❧✐❡&0 ❛✈❡❝ &❡00♦✉&❝❡0 ❞❡ %&❛♥0♣♦&%
❣❧♦❜❛❧❡ ❛✉ ❝♦✉*+ ❞✉ -❡♠♣+ ❡+- ❧✐♠✐-1❡✳ ❊❧❧❡+ ♥❡ +♦♥- ♣❧✉+ ❞✐+♣♦♥✐❜❧❡+ ❛♣*5+ ❧❡✉*
✉-✐❧✐+❛-✐♦♥✳
▲❡+ *❡++♦✉*❝❡+ *❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡+ ♣❡✉✈❡♥- 8-*❡ ❞✐+❥♦♥❝-✐✈❡+ ✭♦✉ ♥♦♥ ♣❛*-❛❣❡❛❜❧❡+✮✱ =✉❛♥❞
❡❧❧❡+ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥- ❡①1❝✉-❡* =✉✬✉♥❡ -@❝❤❡ B ❧❛ ❢♦✐+ ✭❝❛♣❛❝✐-1 ✉♥✐-❛✐*❡✮✳ ❊❧❧❡+ ♣❡✉✈❡♥-
❛✉++✐ 8-*❡ ❞❡+ *❡++♦✉*❝❡+ ❝✉♠✉❧❛-✐✈❡+ ✭♦✉ ♣❛*-❛❣❡❛❜❧❡+✮ +✐ ❡❧❧❡+ ♣❡✉✈❡♥- 8-*❡ ✉-✐❧✐+1❡+
♣❛* ♣❧✉+✐❡✉*+ -@❝❤❡+ +✐♠✉❧-❛♥1♠❡♥- ✭❝❛♣❛❝✐-1 ♠✉❧-✐♣❧❡✮✳
❈♦♥#$❛✐♥#❡( ✿ ❊❧❧❡+ +♦♥- *❡❧❛-✐✈❡+ ❛✉① -@❝❤❡+ ❡-✴♦✉ ❛✉① *❡++♦✉*❝❡+✳ ▲❡+ ❝♦♥-*❛✐♥-❡+
❧❡+ ♣❧✉+ ❝♦✉*❛♠♠❡♥- *❡♥❝♦♥-*1❡+ +♦♥- ✿
✕ ❧❡+ ❝♦♥-*❛✐♥-❡+ ♣♦-❡♥-✐❡❧❧❡+ ✿ ❞❡ +✉❝❝❡++✐♦♥ ✭♦*❞*❡ ❧✐❛♥- ❧❡+ ♦♣1*❛-✐♦♥+ ❞✬✉♥ ♠8♠❡
-*❛✈❛✐❧✮ ❡- ❞❡ ❧♦❝❛❧✐+❛-✐♦♥ -❡♠♣♦*❡❧❧❡ ✭*❡+♣❡❝- ❞❡+ ❞❛-❡+ ❛✉ ♣❧✉+ -G- ❡- ❛✉ ♣❧✉+
-❛*❞✮ ❀
✕ ❧❡+ ❝♦♥-*❛✐♥-❡+ ❞✐+❥♦♥❝-✐✈❡+ ✿ ❡❧❧❡+ ✐♠♣♦+❡♥- ❧❛ ♥♦♥ *1❛❧✐+❛-✐♦♥ +✐♠✉❧-❛♥1❡ ❞❡ ❞❡✉①
-@❝❤❡+ ❀
✕ ❧❡+ ❝♦♥-*❛✐♥-❡+ ❝✉♠✉❧❛-✐✈❡+ ✿ +❡✉❧ ✉♥ ♥♦♠❜*❡ ❧✐♠✐-1 ❞❡ -@❝❤❡+ ♣❡✉- 8-*❡ *1❛❧✐+1
+✐♠✉❧-❛♥1♠❡♥-✳
❈❡+ ❞❡✉① ❞❡*♥✐5*❡+ ❝♦♥-*❛✐♥-❡+ +♦♥- +♦✉✈❡♥- ❧✐1❡+ B ❧❛ ❝❛♣❛❝✐-1 ❞❡+ *❡++♦✉*❝❡+ ✭❞✐+✲
❥♦♥❝-✐✈❡+ ♦✉ ❝✉♠✉❧❛-✐✈❡+✮✳
❉❛♥+ ❞❡+ ❝❛+ ♣❧✉+ ❝♦♠♣❧❡①❡+✱ ❡- +✉✐✈❛♥- ❧❛ ♥❛-✉*❡ ❞❡+ ❛-❡❧✐❡*+ ❡- ❞❡ ❧❛ ♣*♦❞✉❝-✐♦♥✱
❞✬❛✉-*❡+ ❝♦♥-*❛✐♥-❡+ +♦♥- ❛✉++✐ B ♣*❡♥❞*❡ ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ✿
✕ ❧❛ ♣*1❡♠♣-✐♦♥✴♥♦♥ ♣*1❡♠♣-✐♦♥ ✿ ❡❧❧❡ ❝❛*❛❝-1*✐+❡ ❧❛ ♣♦++✐❜✐❧✐-1✴✐♥-❡*❞✐❝-✐♦♥ ❞✬✐♥-❡*✲
*♦♠♣*❡ ✉♥❡ -@❝❤❡ ❛✉ ❝♦✉*+ ❞❡ +❛ *1❛❧✐+❛-✐♦♥ ❀
✕ ❧❡ -*❛♥+♣♦*- ✿ ✐❧ ❢❛✉- ✐♥-1❣*❡* ❧❡+ -❡♠♣+ ❞❡ -*❛♥+♣♦*- ♥♦♥ ♥1❣❧✐❣❡❛❜❧❡+ ❞❡✈❛♥- ❧❡+
❞✉*1❡+ ♦♣1*❛-♦✐*❡+✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ +✐ ♣❧✉+✐❡✉*+ *❡++♦✉*❝❡+ ❞❡ -*❛♥+♣♦*- ♣❛*-❛❣❡♥- ✉♥❡
♠8♠❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❞1♣❧❛❝❡♠❡♥-✱ ❞❡+ *✐+=✉❡+ ❞❡ ❝♦❧❧✐+✐♦♥+ ❡①✐+-❡♥- ❡- ✐♥❞✉✐+❡♥- ❞❡+
❝♦♥-*❛✐♥-❡+ ❞✐-❡+ +♣❛-✐❛❧❡+ ❀
✕ ❧❡+ ❝♦♥-*❛✐♥-❡+ -❡♠♣♦*❡❧❧❡+ ♣❛*-✐❝✉❧✐5*❡+✱ ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡+ 1❝❛*-+ ♠✐♥✐♠❛✉① ❡-✴♦✉
♠❛①✐♠❛✉① ❡♥-*❡ ❧❡+ -@❝❤❡+ ✭%✐♠❡ ❧❛❣0✱ ✈♦✐* ❬❋♦♥❞*❡✈❡❧❧❡✱ ✷✵✵✺❪✮ ❀
✕ ❡-❝✳
❖❜❥❡❝#✐❢( ❡# ❝$✐#.$❡( ❞✬1✈❛❧✉❛#✐♦♥
❯♥ ♦❜❥❡❝-✐❢ +✬❡①♣*✐♠❡ ❡♥ -❡*♠❡+ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐+❛-✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ♠❛①✐♠✐+❛-✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉+✐❡✉*+
❝*✐-5*❡+ ❞✬1✈❛❧✉❛-✐♦♥✳ ❈❡+ ❝*✐-5*❡+ ♣❡*♠❡--❡♥- ❞✬❛♣♣*1❝✐❡* ❧❛ =✉❛❧✐-1 ❞❡+ +♦❧✉-✐♦♥+ -*♦✉✈1❡+✳
❉❛♥+ ❧❡+ ♣*♦❜❧5♠❡+ ❞✬♦*❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥- ❞✬❛-❡❧✐❡*✱ ❞✐✈❡*+ ❝*✐-5*❡+ ❡①✐+-❡♥-✱ ♥♦-❛♠♠❡♥- ❝❡✉① ✿
✕ ❧✐1+ ❛✉ -❡♠♣+ ✿
✕ ❧❡ -❡♠♣+ -♦-❛❧ ❞❡ -*❛✐-❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ -@❝❤❡+✳ ❈✬❡+- ❧❡ ❝*✐-5*❡ ❧❡ ♣❧✉+
❝♦✉*❛♠♠❡♥- ✉-✐❧✐+1 ✭♠❛❦❡+♣❛♥✮✳ ❖♥ ❧❡ ♥♦-❡ ❈♠❛① ❀
✕ ❧❡ *❡-❛*❞ ♠❛①✐♠✉♠✱ ♠♦②❡♥ ♦✉ -♦-❛❧ ♣❛* *❛♣♣♦*- ❛✉① ❞❛-❡+ ❞❡ ✜♥ ♣*1✈✉❡+ ❀
✕ ❧✐1+ ❛✉① *❡++♦✉*❝❡+ ✿
✕ ❧❛ =✉❛♥-✐-1 ♠❛①✐♠❛❧❡ ♦✉ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ *❡++♦✉*❝❡+ ♥1❝❡++❛✐*❡+ ♣♦✉* *1❛❧✐+❡* ✉♥ ❡♥✲
+❡♠❜❧❡ ❞❡ -@❝❤❡+ ❀
✷✳✶✳ ❖$❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥, ❞✬❛,❡❧✐❡$ ✷✶
✕ ❧❛ ❝❤❛'❣❡ *♦*❛❧❡ ♦✉ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛1✉❡ '❡22♦✉'❝❡ ❀
✕ ❧✐52 ❛✉① ❝♦7*2 ❞❡ ♣'♦❞✉❝*✐♦♥✱ ❞❡ *'❛♥2♣♦'*✱ ❞❡ 2*♦❝❦❛❣❡✱ ❡*❝✳
✕ ✳✳✳
❯♥ ♣'♦❜❧>♠❡ ❞✬♦'❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥* ♣❡✉* @*'❡ ❞5❝♦♠♣♦25 ❡♥ ♣❧✉2✐❡✉'2 2♦✉2✲♣'♦❜❧>♠❡2 ✿
✕ ✉♥ 2♦✉2✲♣'♦❜❧>♠❡ ❞✬❛✛❡❝*❛*✐♦♥ ✿ ✐❧ ❝♦♥2✐2*❡ D ❛✛❡❝*❡' ❧❡2 *E❝❤❡2 ❛✉① '❡22♦✉'❝❡2 2✐
♣❧✉2✐❡✉'2 '❡22♦✉'❝❡2 2♦♥* ❝❛♣❛❜❧❡2 ❞❡ *'❛✐*❡' ❧❛ ♠@♠❡ *E❝❤❡ ❀
✕ ✉♥ 2♦✉2✲♣'♦❜❧>♠❡ ❞❡ 251✉❡♥❝❡♠❡♥* ✿ 2✉' ❝❤❛1✉❡ '❡22♦✉'❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉* ♦'❞♦♥♥❡' ❧❡2 *E❝❤❡2
1✉✐ ❧✉✐ 2♦♥* ❛✛❡❝*5❡2✱ ❡* ❞5*❡'♠✐♥❡' ❧❡✉'2 ❞❛*❡2 ❞❡ ❞5❜✉* ♦✉ ❞❡ ✜♥✳
❘52♦✉❞'❡ ✉♥ ♣'♦❜❧>♠❡ ❞✬♦'❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥*✱ ❝✬❡2* ❞♦♥❝ *'♦✉✈❡' ❧❛ 2♦❧✉*✐♦♥ 1✉✐ ♦♣*✐♠✐2❡
✉♥ ♦✉ ♣❧✉2✐❡✉'2 ❝'✐*>'❡2✱ *♦✉* ❡♥ 2❛*✐2❢❛✐2❛♥* ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 ❝♦♥*'❛✐♥*❡2 ❞✉ 2②2*>♠❡✳
✷✳✶✳✷ ❈❧❛&&✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡& ♣0♦❜❧2♠❡& ❞✬♦0❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥* ❞✬❛*❡❧✐❡0
❖♥ ❞✐2*✐♥❣✉❡ ♣❧✉2✐❡✉'2 *②♣❡2 ❞❡ ♣'♦❜❧>♠❡2 ❞✬♦'❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥* ❞✐*2 ❞✬❛*❡❧✐❡'✳ ▲❛ ✜❣✉'❡
✷✳✶ *'✐❡ ❧❡2 ♣'♦❜❧>♠❡2 ♣❛' '❡22♦✉'❝❡2 ✭❬❊21✉✐'♦❧ ❡* ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✮✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛'* ❞❡2 ♣'♦❜❧>♠❡2
5*✉❞✐52 ❝♦♠♣♦'*❡ ❞❡2 '❡22♦✉'❝❡2 ♠✉❧*✐♣❧❡2✱ '❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡2 ❡* ❞✐2❥♦♥❝*✐✈❡2✳ ❊♥ 2❡ ❜❛2❛♥* 2✉'
❧❛ ♥❛*✉'❡ ❞❡2 *'❛✈❛✉① D '5❛❧✐2❡'✱ ♦♥ ❞✐2*✐♥❣✉❡ ✹ *②♣❡2 ❞❡ ♣'♦❜❧>♠❡2 ❝❧❛22✐1✉❡2 ✿
✕ D ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✿ ❝❤❛1✉❡ ❣❛♠♠❡ ♥❡ ❝♦♠♣♦'*❡ 1✉✬✉♥❡ 2❡✉❧❡ ♦♣5'❛*✐♦♥ '5❛❧✐2❛❜❧❡ 2✉'
✉♥❡ 2❡✉❧❡ '❡22♦✉'❝❡ ❞❡ *'❛✐*❡♠❡♥* ♦✉ 2✉' ❧✬✉♥❡ ❞❡2 ♠❛❝❤✐♥❡2 ❡♥ ♣❛'❛❧❧>❧❡ ❞✐2♣♦♥✐❜❧❡2 ❀
✕ ✢♦✇ 2❤♦♣ ✿ ❧❡ ✢✉① ❞❡2 ♣'♦❞✉✐*2 2✉' ❧✬❛*❡❧✐❡' ❡2* ✉♥✐❞✐'❡❝*✐♦♥♥❡❧ ❝❛' ❧❡2 ♣'♦❞✉✐*2 2✉✐✈❡♥*
❧❡ ♠@♠❡ ♦'❞'❡ ❞❡ ✈✐2✐*❡ ❞❡2 '❡22♦✉'❝❡2 ❞❡ *'❛✐*❡♠❡♥* ❀
✕ ❥♦❜ 2❤♦♣ ✿ ❧❡ ✢✉① ❡2* ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡2 ❣❛♠♠❡2 ♦♣5'❛*♦✐'❡2 ❞❡2 ❥♦❜2✳ ❆✐♥2✐✱ *♦✉2 ❧❡2 *'❛✈❛✉①
♥✬♦♥* ♣❛2 ❧❡ ♠@♠❡ ♦'❞'❡ ❞❡ ✈✐2✐*❡ ❞❡2 '❡22♦✉'❝❡2 ❀
✕ ♦♣❡♥ 2❤♦♣ ✿ ❝♦♥*'❛✐'❡♠❡♥* ❛✉① ❞❡✉① ❝❛2 ♣'5❝5❞❡♥*2✱ ❧❡2 ❣❛♠♠❡2 ❞❡2 ❥♦❜2 2♦♥* ♥♦♥
❧✐♥5❛✐'❡2✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛2 ❞❡ ❝♦♥*'❛✐♥*❡ 2✉' ❧✬♦'❞'❡ ❞✬❡①5❝✉*✐♦♥ ❞❡2 ♦♣5'❛*✐♦♥2 ❞✬✉♥
♠@♠❡ *'❛✈❛✐❧✳
❆ ♣❛'*✐' ❞❡ ❝❡2 ♣'♦❜❧>♠❡2 ❝❧❛22✐1✉❡2✱ ❞❡2 ✈❛'✐❛♥*❡2 ❡①✐2*❡♥*✱ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛*✉'❡
❞❡2 '❡22♦✉'❝❡2 ❡* ❞❡2 *E❝❤❡2✱ 1✉✐ ✐♥❞✉✐2❡♥* ❞❡2 ❝♦♥*'❛✐♥*❡2 ❛❞❞✐*✐♦♥♥❡❧❧❡2 *❡❧❧❡2 1✉❡ ❝❡❧❧❡2
❞5❝'✐*❡2 ♣'5❝5❞❡♠♠❡♥*✳ ❉❡2 ❡①❡♠♣❧❡2 ❞❡ ❝❡2 ✈❛'✐❛♥*❡2 2♦♥* ✿
✕ ❧❡ ✢♦✇ 2❤♦♣ ❤②❜'✐❞❡ ✿ D ✉♥ ✧5*❛❣❡✧✱ ♣❧✉2✐❡✉'2 ♠❛❝❤✐♥❡2 2♦♥* ❝❛♣❛❜❧❡2 ❞❡ '5❛❧✐2❡' ✉♥❡
♠@♠❡ ♦♣5'❛*✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐1✉❡ ✉♥ ♣'♦❜❧>♠❡ ❞✬❛✛❡❝*❛*✐♦♥ ❡♥ ♣❧✉2 ❞✉ 251✉❡♥❝❡♠❡♥* ❀
✕ ❧❡ ❥♦❜ 2❤♦♣ ❣5♥5'❛❧✐25 ✿ ❛✈❡❝ ♠❛❝❤✐♥❡2 ♣♦❧②✈❛❧❡♥*❡2 ❀
✕ ❧❡ ✢♦✇ 2❤♦♣✴❥♦❜ 2❤♦♣ ❛✈❡❝ ,✐♠❡ ❧❛❣2 ❀
✕ ❧❡ ✢♦✇ 2❤♦♣✴❥♦❜ 2❤♦♣ ❛✈❡❝ *'❛♥2♣♦'*✱ ❡*❝✳
Z❧✉2✐❡✉'2 ♥♦*❛*✐♦♥2 ❛22♦❝✐5❡2 ❛✉① ♣'♦❜❧>♠❡2 ❞✬♦'❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥* ♦♥* 5*5 ♣'♦♣♦25❡2✳
❈❡❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉2 ✉*✐❧✐25❡ ❝♦''❡2♣♦♥❞ D *'♦✐2 ❝❤❛♠♣2 ✿ α|β|γ✳ α ❞5❝'✐* ❧❡ *②♣❡ ❞❡ ♣'♦❜❧>♠❡
5*✉❞✐5✱ β ❞5❝'✐* ❧❡2 ❝❛'❛❝*5'✐2*✐1✉❡2 ❞✉ 2②2*>♠❡ ♣❤②2✐1✉❡✱ γ '❡♣'52❡♥*❡ ❧❡ ❝'✐*>'❡ D ♦♣✲
*✐♠✐2❡' ✭❬●'❛❤❛♠ ❡* ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❪✮✳ ❬▲❛❝♦♠♠❡ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ♦♥* ✉*✐❧✐25 ❝❡ *②♣❡ ❞❡ ♥♦*❛*✐♦♥
♣♦✉' ❝❛'❛❝*5'✐2❡' ❧❡2 ♣'♦❜❧>♠❡2 1✉✬✐❧2 ♦♥* 5*✉❞✐52 ❞❛♥2 ❧❡2 ❋▼❙ ✿ JR|tkl, t
′
kl|Cmax✱ 1✉✐




























❋✐❣✉$❡ ✷✳✶ ✕ ❚②♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡- ♣.♦❜❧0♠❡- ❞✬♦.❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥6 ❡♥ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❞❡- .❡--♦✉.❝❡-
✈❡✉6 ❞✐.❡ :✉❡ ❝❡- -♦♥6 ❞❡- ♣.♦❜❧0♠❡- ❞✉ 6②♣❡ ❥♦❜ 0❤♦♣ ✭J✮✱ ❛✈❡❝ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ✈>❤✐❝✉❧❡-
❧✐♠✐6> ✭R✮✱ ❞❡- 6❡♠♣- ❞❡ ❞>♣❧❛❝❡♠❡♥6 ❡♥ ❝❤❛.❣❡ ✭tkl✮ ✐♥❞>♣❡♥❞❛♥6- ❞❡- ♣.♦❞✉✐6-✱ ❡6
❞❡- 6❡♠♣- ❞❡ ❞>♣❧❛❝❡♠❡♥6 ✭t′kl✮ @ ✈✐❞❡ ❞>♣❡♥❞❛♥6- ❞❡- ♠❛❝❤✐♥❡-✳ ❬❚❛❝:✉❛.❞ ❛♥❞ ▼❛.✲
6✐♥❡❛✉✱ ✷✵✵✶❪ ♦♥6 ♣.♦♣♦-> ✉♥❡ ♥♦6❛6✐♦♥ ❣>♥>.✐:✉❡ ♣♦✉. ❧❡- ♣.♦❜❧0♠❡- ❛--♦❝✐>- ❛✉① ❋▼❙✱
❜❛->❡ -✉. ✉♥❡ -6.✉❝6✉.❡ α|β|γ✳ ❊❧❧❡ ❡-6 ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ .❡♣.>-❡♥6❡. ♥♦♥ -❡✉❧❡♠❡♥6 ❧❡- >❧>✲
♠❡♥6- ❜❛-✐:✉❡- ♠❛✐- ❛✉--✐ ❧❡- -6.✉❝6✉.❡- ❝♦♠♣❧❡①❡- ❞❛♥- ❧❡- -②-60♠❡- ❞❡ ♣.♦❞✉❝6✐♦♥ ✢❡①✲
✐❜❧❡-✳ ▼❛✐- ❝❡ 6②♣❡ ❞❡ ♥♦6❛6✐♦♥ ♥✬❡-6 ♣❛- -✉✣-❛♥6 ♣♦✉. .❡♣.>-❡♥6❡. 6♦✉6❡- ❧❡- ❝♦♥6.❛✐♥6❡-
.❡♥❝♦♥6.>❡-✱ ♣❛. ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥- ❧❡- ❛6❡❧✐❡.- ❞❡ 6.❛✐6❡♠❡♥6 ❞❡ -✉.❢❛❝❡ ✭❆❚❙✮✳ M❛. ❡①❡♠✲
♣❧❡✱ ❬▼❛♥✐❡. ❛♥❞ ❇❧♦❝❤✱ ✷✵✵✸❪ ♦♥6 ♣.♦♣♦-> ✉♥❡ ♥♦6❛6✐♦♥ ❞>❞✐>❡ ❛✉① ❞✐✛>.❡♥6- 6②♣❡- ❞❡
❍♦✐0% ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ 9&♦❜❧❡♠0 ✭❍❙M-✮ ❞❛♥- ❧❡- ❆❚❙-✱ ❝♦♠♣♦->❡ ❞❡ :✉❛6.❡ ❝❤❛♠♣- ✿ α|β|δ|γ✳
❈❡66❡ ♥♦6❛6✐♦♥ -❡ ♣.>-❡♥6❡ -♦✉- ❧❛ ❢♦.♠❡ -✉✐✈❛♥6❡ ✿ XHSP |nl, ntransfer, synchro, (mh,✲
mt, ct)i=1tonl/nc, circ, ret, empty/load− unload|nparts/nps, nop, clean, recrc|criterion✳
❈♦♥❝❡.♥❛♥6 ❧❡- ❝❛.❛❝6>.✐-6✐:✉❡- ❞❡- ♣.♦❜❧0♠❡- .❡♥❝♦♥6.>- ❞❛♥- ❧❡- ❛6❡❧✐❡.-✱ ✉♥❡ ❝❧❛--✐✲
✜❝❛6✐♦♥ ✭✐♥-♣✐.>❡ ❞❡ ❬❉❛✇❛♥❞❡ ❡6 ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✮ ❡6 ❜❛->❡ -✉. ❧❡- 6.♦✐- ❝❤❛♠♣- ✿ α✱ β ❡6 γ✱ ❡-6
♠♦♥6.>❡ ❞❛♥- ❧❛ ✜❣✉.❡ ✷✳✷✳
✷✳✶✳ ❖$❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥, ❞✬❛,❡❧✐❡$ ✷✸
ateliers
single ligne / loop multi-ligne / loop
un seul robot multi robot
un seul gripper dual-gripper
Flow shop Job shop Open shop
autorisé sans attente
jobs identiques multi-produit

















❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❈❧❛''✐✜❝❛+✐♦♥ ❞❡' ♣1♦❜❧3♠❡' 1❡♥❝♦♥+15' ❞❛♥' ❧❡' ❛+❡❧✐❡1' ✭✐♥'♣✐15 ❞❡
❬❉❛✇❛♥❞❡ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✮✳
✷✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ❖&❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥% ❞❡0 ❛%❡❧✐❡&0 ❛✈❡❝ &❡00♦✉&❝❡0 ❞❡ %&❛♥0♣♦&%
✷✳✷ ➱#❛# ❞❡ ❧✬❛)# ❡♥ ♦)❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥# ❞❡. ❛#❡❧✐❡). ❛✈❡❝
)❡..♦✉)❝❡. ❞❡ #)❛♥.♣♦)#
▲❛ ♣❧✉♣❛'( ❞❡+ ♣'♦❜❧.♠❡+ ❞✬♦'❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥( ❞✬❛(❡❧✐❡' ❞✐(+ ❝❧❛++✐4✉❡+ +♦♥( ❞5❥7 ◆9✲
❝♦♠♣❧❡(+✳ ▲❡ ♣❧✉+ +♦✉✈❡♥(✱ ❧❡✉'+ ✈❛'✐❛♥(❡+ ❧❡ +♦♥( 5❣❛❧❡♠❡♥(✳ ❊♥ ♣❛'(✐❝✉❧✐❡'✱ ❧✬♦'❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥( ❞❡+ ❛(❡❧✐❡'+ ❛✈❡❝ ❝♦♥('❛✐♥(❡+ ❞❡ ('❛♥+♣♦'( ❡+( ♣❧✉+ ❝♦♠♣❧✐4✉5 4✉❡ ❧✬♦'❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥(
❝❧❛++✐4✉❡ ✭◆9✲❝♦♠♣❧❡(✱ ❬▲❛❝♦♠♠❡ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✮✱ ♣✉✐+4✉✬✐❧ ❢❛✉( ♦'❞♦♥♥❛♥❝❡' 7 ❧❛ ❢♦✐+ ❧❡+
(G❝❤❡+ ♦♣5'❛(♦✐'❡+ ❡( ❧❡+ (G❝❤❡+ ❞❡ ('❛♥+♣♦'(✳ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐4✉❡ 4✉❡ ❞❡+ ♠5(❤♦❞❡+ ❡①❛❝(❡+
♥❡ +♦♥( +♦✉✈❡♥( ♠✐+❡+ ❡♥ K✉✈'❡ 4✉❡ ♣♦✉' '5+♦✉❞'❡ ❞❡+ ✐♥+(❛♥❝❡+ ❞❡ ♣❡(✐(❡ (❛✐❧❧❡ ♦✉ ❞❡+
❝❛+ ♣❛'(✐❝✉❧✐❡'+✳ ❖♥ ('♦✉✈❡ ♣❧✉+ +♦✉✈❡♥( ❞❛♥+ ❧❛ ❧✐((5'❛(✉'❡ ❞❡+ ❛❧❣♦'✐(❤♠❡+ ❜❛+5+ +✉' ❞❡+
♠5(❤♦❞❡+ ❛♣♣'♦❝❤5❡+✳ ▲❡+ ♣'♦❜❧.♠❡+ ❞✬♦'❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥( ♣❡✉✈❡♥( M('❡ '5+♦❧✉+ ❞❡ ♠❛♥✐.'❡
+(❛(✐4✉❡✱ ❞②♥❛♠✐4✉❡ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐+♦♥ ❞❡+ ❞❡✉①✳ ◆♦✉+ ('❛✐(♦♥+ ❞❡+ ♣'♦❜❧.♠❡+ ❤♦'+
❧✐❣♥❡+ ❞❛♥+ ❝❡ ♠5♠♦✐'❡✳
▲❛ +✉✐(❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐('❡ ♣'5+❡♥(❡ ❧❡+ ('❛✈❛✉① '❡❧❛(✐❢+ ❛✉① ❛(❡❧✐❡'+ ❛✈❡❝ ('❛♥+♣♦'(✳ ▲❡+
♣✉❜❧✐❝❛(✐♦♥+ +♦♥( '❛++❡♠❜❧5❡+ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✉ (②♣❡ ❞❡ ♣'♦❜❧.♠❡+ 5(✉❞✐5+✳ ❆ ❧✬✐♥(5'✐❡✉'
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❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥( ❞❡+ '❡++♦✉'❝❡+ ✭❞❡ ('❛✐(❡♠❡♥( ❡( ❞❡ ('❛♥+♣♦'(✮✳ ▲❡+ ♦❜❥❡❝(✐❢+ ❝♦♥+✐❞5'5+ +♦♥(
+♦✉✈❡♥( ❧❡+ +✉✐✈❛♥(+ ✿
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✕ ♠✐♥✐♠✐+❡' ❧❡+ 5❝❛'(+ ❡♥('❡ ❧❡ (❡♠♣+ ❞❡ '5❛❧✐+❛(✐♦♥ ❞✉ ('❛✈❛✐❧ ❡( +❛ ❞❛(❡ ❞❡ ✜♥ ❛✉ ♣❧✉+
(❛'❞ ✭❝✬❡+(✲7✲❞✐'❡ ❧❡ '❡(❛'❞✮ ❀
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❞❡ ❥♦❜.✱ ❝❤❛❝✉♥ ❛ ✉♥❡ &=:✉❡♥❝❡ ❞❡ "'❛✐"❡♠❡♥"& ✐❞❡♥"✐:✉❡✳ ▲❡ ♣'♦❜❧8♠❡ ❞❡✈✐❡♥" ❞♦♥❝ ✉♥
♣'♦❜❧8♠❡ ❞❡ ✢♦✇ .❤♦♣ ❛✈❡❝ "'❛♥&♣♦'"✳ ❈❡""❡ "'❛♥&❢♦'♠❛"✐♦♥ ♥✬❡&" ✈❛❧❛❜❧❡ :✉❡ ♣♦✉' ✉♥❡
"♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ &❡✉❧❡ ❜♦✉❝❧❡ ❡" ❛✉ ♠♦✐♥& ✉♥ ✈=❤✐❝✉❧❡ ❡♥"'❡ ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡& &✉❝❝❡&&✐✈❡&✱
❝❡ :✉✐ ♥✬❡&" ♣❛& "♦✉❥♦✉'& ❧❡ ❝❛& '=❡❧✳ ❬❯❧✉&♦② ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪ ♦♥" ❛♠=❧✐♦'= ❧❡& &♦❧✉"✐♦♥& ❞❡
❝❡ "②♣❡ ❞❡ ♣'♦❜❧8♠❡& ❡♥ ✉"✐❧✐&❛♥" ✉♥ ❛❧❣♦'✐"❤♠❡ ❣=♥="✐:✉❡✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ❝❤'♦♠♦&♦♠❡
'❡♣'=&❡♥"❡ ❧❡ &=:✉❡♥❝❡♠❡♥" ❞❡& "[❝❤❡& ♦♣='❛"♦✐'❡& ❡" ❧✬❛✛❡❝"❛"✐♦♥ ❞❡& '❡&&♦✉'❝❡& ❞❡ "'❛♥&✲
♣♦'"✳ ▲❡ &=:✉❡♥❝❡♠❡♥" ❞❡& "[❝❤❡& ❞❡ "'❛♥&♣♦'" ❡&" ❞=❞✉✐" ❞❡♣✉✐& ❧❡ ❝❤'♦♠♦&♦♠❡✳ ❯♥❡
✷✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ❖&❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥% ❞❡0 ❛%❡❧✐❡&0 ❛✈❡❝ &❡00♦✉&❝❡0 ❞❡ %&❛♥0♣♦&%
"#♣❛"❛&✐♦♥ *✐♠♣❧❡ ❡*& ♣"♦♣♦*#❡ *✐ ✉♥❡ *♦❧✉&✐♦♥ ♥♦♥ ❢❛✐*❛❜❧❡ ❡*& ❣#♥#"#❡ ❡♥ #❝❤❛♥❣❡❛♥& ❧❡*
&4❝❤❡* ♦♣#"❛&♦✐"❡* 5✉✐ ✈✐♦❧❡♥& ❧❛ ❝♦♥&"❛✐♥&❡ ❞❡ ♣"#❝#❞❡♥❝❡✳ ❈❡ &②♣❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♥❡ ♣❡✉& ♣❛*
;&"❡ #&❡♥❞✉ ♣♦✉" ❧❡ ♣"♦❜❧<♠❡ ❞✬❛✛❡❝&❛&✐♦♥ ❞❡ "❡**♦✉"❝❡ ❞❡ &"❛✐&❡♠❡♥&✳ ❬❆♥✇❛" ❛♥❞ ◆❛❣✐✱
✶✾✾✽❪ ♦♥& &"❛✐&# ✉♥ ♣"♦❜❧<♠❡ ❞✬♦"❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥& ❞❛♥* ❞❡* ❝❡❧❧✉❧❡* ❞❡ ❋▼❙ ❡♥ ♣"❡♥❛♥& ❡♥
❝♦♠♣&❡ ❧❡* &"❛♥*♣♦"&* ❡♥&"❡ ❞✐✛#"❡♥&❡* ❝❡❧❧✉❧❡* ❡& ❧❛ ❝♦♥&"❛✐♥&❡* ❞❡ ♣"#❝#❞❡♥❝❡ ❡♥&"❡ ❥♦❜0
❞#✜♥✐❡* ♣❛" ❧❡* ♥♦♠❡♥❝❧❛&✉"❡✳ ▲❡* ❆●❱* 5✉✐ *❡ ❞#♣❧❛❝❡♥& ❡♥&"❡ ❧❡* ❝❡❧❧✉❧❡* *♦♥& ❝♦♥*✐❞✲
#"#* ❝♦♠♠❡ ❞❡* ♠❛❝❤✐♥❡* *✉♣♣❧#♠❡♥&❛✐"❡*✳ ❯♥ ❛❧❣♦"✐&❤♠❡ *#5✉❡♥❝❡ Q ❧❛ ❢♦✐* ❧❡* &4❝❤❡*
♦♣#"❛&♦✐"❡* ❡& ❞❡ &"❛♥*♣♦"& ♣❛" ✉♥❡ ♣"♦♣❛❣❛&✐♦♥ ❛""✐<"❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ ▼❘T✮✳ ▲❛ ❢❛V♦♥ ❞❡
❞#❞✉✐"❡ ❧❛ ❞❛&❡ ❞❡ ❞✐*♣♦♥✐❜✐❧✐&# ❞❡* ❆●❱* ❞#♣❡♥❞ ❝❡♣❡♥❞❛♥& ❞❡ ❧✬❛✛❡❝&❛&✐♦♥ ❞❡* &4❝❤❡*
♦♣#"❛&♦✐"❡* 5✉✐ ❞♦✐& ;&"❡ ✜①#❡ Q ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉*✱ ❧❛ ❞❛&❡ ❞❡ ✜♥ ❛✉ ♣❧✉* &❛"❞ ♣♦✉" ❧❡
❞❡"♥✐❡" ♥Y✉❞ ❞✉ ❣"❛♣❤❡ ❡*& #❣❛❧ Q ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉" ❞✉ ♣❧✉* ❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❣"❛♣❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ ♦Z
❧❡* ❞✐*❥♦♥❝&✐♦♥* ❞❡* "❡**♦✉"❝❡* ♥❡ *♦♥& ♣❛* ♦"✐❡♥&#❡*✳ ❈❡&&❡ ❞❛&❡ ❡*& ✉♥❡ ❜♦"♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉
♠❛❦❡0♣❛♥ ❛✈❡❝ ♣♦✉" ❤②♣♦&❤<*❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐&# ✐♥✜♥✐❡ ❞❡* "❡**♦✉"❝❡*✱ 5✉✐ ♥✬❛**✉"❡ ♣❛* ❞✬♦❜&❡♥✐"
✉♥❡ *♦❧✉&✐♦♥ &♦✉❥♦✉"* ❢❛✐*❛❜❧❡✳ ❬❍✉"✐♥❦ ❛♥❞ ❑♥✉*&✱ ✷✵✵✷❪ ♦♥& ♣"♦♣♦*# ❞❡✉① ♠#&❤♦❞❡* ❞❡
✈♦✐*✐♥❛❣❡ ♣♦✉" ✉♥ ♣"♦❜❧<♠❡ ❞❡ ❥♦❜ 0❤♦♣ ❛✈❡❝ "❡**♦✉"❝❡* ❞❡ &"❛♥*♣♦"& ✐❞❡♥&✐5✉❡*✳ ▲❡ ♣"♦❜✲
❧<♠❡ ❡*& "❡♣"#*❡♥&# ♣❛" ✉♥ ❣"❛♣❤❡ ❞✐*❥♦♥❝&✐❢ ❛✈❡❝ ❞❡* ♥Y✉❞* ♦♣#"❛&♦✐"❡* ❡& ❞❡* ♥Y✉❞* ❞❡
&"❛♥*♣♦"&✳ ▲❛ ❝♦♥*&"✉❝&✐♦♥ ❞✉ ✈♦✐*✐♥❛❣❡ ❡*& ❜❛*#❡ *✉" ❧❛ ❝♦♥❝❡♣&✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ &4❝❤❡*
❝"✐&✐5✉❡* ♣"♦♣♦*#❡ ♣❛" ❬❇"✉❝❦❡" ❡& ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✳ ▲❡ ♣"❡♠✐❡" ✈♦✐*✐♥❛❣❡ ♣❡"♠❡&✱ *♦✐& ❞❡ ❝❤❛♥❣❡"
❧❡ *#5✉❡♥❝❡♠❡♥& ❞❡* &4❝❤❡* ♦♣#"❛&♦✐"❡*✱ *♦✐& ❞❡ ❝❤❛♥❣❡" ❧✬❛✛❡❝&❛&✐♦♥ ❡& ❧❡ *#5✉❡♥❝❡♠❡♥&
❞❡* &4❝❤❡* ❞❡ &"❛♥*♣♦"& Q ❝❤❛5✉❡ #&❛♣❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐<♠❡ ✈♦✐*✐♥❛❣❡ ♣❡"♠❡& ❞❡ ❢❛✐"❡ &♦✉* ❧❡*
&②♣❡* ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛&✐♦♥*✳ ❯♥❡ "#❞✉❝&✐♦♥ ❞❡* ❞❡✉① ✈♦✐*✐♥❛❣❡* ✭✐♥*♣✐"#❡ ❞❡ ❬●❛♠❜❛"❞❡❧❧❛ ❛♥❞
▼❛*&"♦❧✐❧❧✐✱ ✶✾✾✻❪✮ ❡*& ❛♣♣❧✐5✉#❡✳ ❬❍✉"✐♥❦ ❛♥❞ ❑♥✉*&✱ ✷✵✵✺❪ ♦♥& ❝♦♥*✐❞#"# ❧❡ ♣"♦❜❧<♠❡ ❞✉
❥♦❜ 0❤♦♣ ❞❛♥* ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ *❡✉❧ "♦❜♦&✳ ▲✬♦❜❥❡❝&✐❢ ❡*& ❞❡ ♠✐♥✐♠✐*❡" ❧❡ ♠❛❦❡0♣❛♥✳ ▲❡
♣"♦❜❧<♠❡ ❡*& ♣"#*❡♥&# ♣❛" ✉♥ ❣"❛♣❤❡ ❞✐*❥♦♥❝&✐❢✳ ▲❡* ♥Y✉❞* "❡♣"#*❡♥&❡♥& *♦✐& ✉♥❡ &4❝❤❡ ❞❡
&"❛✐&❡♠❡♥& *♦✐& ✉♥❡ &4❝❤❡ ❞❡ &"❛♥*♣♦"&✳ ▲❡* &❡♠♣* ❞❡ &"❛♥*♣♦"& ❡♥ ❝❤❛"❣❡ ❡& Q ✈✐❞❡ *♦♥& ♣"✐*
❡♥ ❝♦♠♣&❡✳ ❯♥❡ ♣"♦❝#❞✉"❡ ❞❡ "❡❝❤❡"❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡*& ♣"♦♣♦*#❡✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛"❛✐*♦♥ ❡*& ♠♦♥&"#❡
❡♥&"❡ &"♦✐* ♠#&❤♦❞❡* ✿ ✉♥❡ ♠#&❤♦❞❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣❤❛*❡ 5✉✐ ❝♦♥*✐*&❡ Q ❝❤❛♥❣❡" ✉♥❡ &4❝❤❡ ❞❡
&"❛✐&❡♠❡♥& ♦✉ ❞❡ &"❛♥*♣♦"& ♣♦✉" ❝❤❛5✉❡ ✐&#"❛&✐♦♥ ❀ ✉♥❡ ♠#&❤♦❞❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛*❡* ♦Z✱ &♦✉&
❞✬❛❜♦"❞✱ ✉♥❡ ♦♣#"❛&✐♦♥ ❡*& ❝❤❛♥❣#❡ ❀ ❡♥*✉✐&❡✱ ❧❡ *#5✉❡♥❝❡ ❞✉ "♦❜♦& ❡*& ❡♥*✉✐&❡ ♦♣&✐♠✐*#❡
*❡❧♦♥ ❧❡* ♥♦✉✈❡❧❧❡* *#5✉❡♥❝❡* *✉" ❧❡* ♠❛❝❤✐♥❡*✳ ▲❛ ♣"❡♠✐<"❡ ♠#&❤♦❞❡ ❡*& ❡✣❝❛❝❡ 5✉❛♥❞ ❧❡
&❡♠♣* ❞✬❡①#❝✉&✐♦♥ ❡*& ❧✐♠✐&#✳ ▲❛ &"♦✐*✐<♠❡ ♠#&❤♦❞❡ ❡*& ♣❡"❢♦"♠❛♥&❡ 5✉❛♥❞ ❧❡ &❡♠♣* ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡*& ♣❧✉* ❧♦♥❣✳ ❬❈❛✉♠♦♥❞ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ♦♥& ♣"♦♣♦*# ✉♥❡ ❢♦"♠✉❧❛&✐♦♥ ♠❛&❤#♠❛&✐5✉❡
♣♦✉" &"♦✉✈❡" ❧❡* *♦❧✉&✐♦♥* ♦♣&✐♠❛❧❡* ❞❡* ✐♥*&❛♥❝❡* ❞❡ ❬❇✐❧❣❡ ❛♥❞ ❯❧✉*♦②✱ ✶✾✾✺❪ ♠♦❞✐✜#❡*
✭❛✈❡❝ ✉♥ *❡✉❧ ✈#❤✐❝✉❧❡✱ ✉♥❡ &♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ &"❛♥*♣♦"&✱ ❡& 5✉❛&"❡ ❡♥*❡♠❜❧❡* ❞❡ ❥♦❜0✮✳ ❈❡&&❡
❢♦"♠✉❧❛&✐♦♥ ♣"❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❥♦❜0 ♣"#*❡♥&* *✐♠✉❧&❛♥#♠❡♥& ❞❛♥*
❧❡ *②*&<♠❡ ❡& ❧❡* ❝❛♣❛❝✐&#* ❞❡ *&♦❝❦❛❣❡* ❡♥ ❛♠♦♥& ❡& ❡♥ ❛✈❛❧✳ ❉✐✛#"❡♥&❡* ❤❡✉"✐*&✐5✉❡* *♦♥&
&❡*&#❡* ✿ ❋■❋❖✱ ❙T❚✱ ❙❚❚ ❡& ▼❖◗❙✳ T♦✉" "#*♦✉❞"❡ ❧❡* ✐♥*&❛♥❝❡* ♣"♦♣♦*#❡* ♣❛" ❬❇✐❧❣❡ ❛♥❞
❯❧✉*♦②✱ ✶✾✾✺❪✱ ❬❉❡"♦✉**✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♦♥& ♣"♦♣♦*# ✉♥❡ ♠#&❤♦❞❡ ❤②❜"✐❞❡ ✿ ❧❡ "❡❝✉✐& *✐♠✉❧#
✭0✐♠✉❧❛%❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✮ ❛✈❡❝ "❡❝❤❡"❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✐&#"❛&✐✈❡ ✭✐%❡&❛%❡❞ ❧♦❝❛❧ 0❡❛&❝❤✮✳ ▲❛ ♠#&❤♦❞❡
❞❡ "❡❝❤❡"❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✐&#"❛&✐✈❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ Q ♣❛"&✐" ❞✬✉♥❡ *♦❧✉&✐♦♥ ✐♥✐&✐❛❧❡ ❣#♥#"#❡ ♣❛" ✉♥❡
✷✳✷✳ ➱#❛# ❞❡ ❧✬❛)# ❡♥ ♦)❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥# ❞❡. ❛#❡❧✐❡). ❛✈❡❝ )❡..♦✉)❝❡. ❞❡ #)❛♥.♣♦)# ✷✼
❤❡✉%✐'(✐)✉❡ ❞+(❡%♠✐♥✐'(❡✳ ➚ ❝❤❛)✉❡ ✐(+%❛(✐♦♥✱ ✉♥❡ '♦❧✉(✐♦♥ ❡'( ❣+♥+%+❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐)✉❛♥( (%♦✐'
♠♦✉✈❡♠❡♥(' ❞✬+❝❤❛♥❣❡ 9 ♣❛%(✐% ❞❡ ❧❛ '♦❧✉(✐♦♥ ❝♦✉%❛♥(❡✳ ▲❡' ✈♦✐'✐♥' ❞❡ ❝❡((❡ '♦❧✉(✐♦♥ '♦♥(
❡①♣❧♦%+'✳ ▲✬❛❝❝❡♣(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉%❡ '♦❧✉(✐♦♥ ♣♦✉% %❡♠♣❧❛❝❡% ❧❛ '♦❧✉(✐♦♥ ❝♦✉%❛♥(❡ ❡'(
❞+(❡%♠✐♥+❡ ♣❛% ❧❛ ♣%♦❝+❞✉%❡ ❞❡ %❡❝✉✐( '✐♠✉❧+✳ ▲❡ ✈♦✐'✐♥❛❣❡ ❡'( ❝♦♥'(%✉✐( ♣❛% ❞❡✉① ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥(' ❜❛'✐)✉❡' ✿ +❝❤❛♥❣❡ ❡( ✐♥'❡%(✐♦♥✳ ❯♥❡ %+❞✉❝(✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐'✐♥❛❣❡ ❡'( ❛♣♣❧✐)✉+❡ ✿ ✉♥❡ (@❝❤❡
❞❡ (%❛♥'♣♦%( ❡'( ❞✬❛❜♦%❞ '+❧❡❝(✐♦♥♥+❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬+❝❤❛♥❣❡% ❛✈❡❝ ♥✬✐♠♣♦%(❡ )✉❡❧❧❡ (@❝❤❡ ❞❡
(%❛♥'♣♦%(✱ ❧❛ ❞❡✉①✐A♠❡ (@❝❤❡ ❡'( ❝❤♦✐'✐❡ ♣❛%♠✐ ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ (@❝❤❡' )✉✐ '♦♥( ❞+✜♥✐❡' ❞❛♥'
❧✬✐♥(❡%✈❛❧❧❡ ❞❡' ❞❛(❡' ❞❡ ✜♥ ❞❡' (@❝❤❡' ❞❡ (%❛♥'♣♦%( ♣%+❝+❞❡♥(❡ ❡( '✉✐✈❛♥(❡✳ ❬❙✉❜❜❛✐❛❤ ❡( ❛❧✳✱
✷✵✵✾❪ ♦♥( ✉(✐❧✐'+ ✉♥ ❛❧❣♦%✐(❤♠❡ +✈♦❧✉(✐♦♥♥❛✐%❡ ❛✈❡❝ .❤❡❡♣ ✢♦❝❦ ❤❡)❡❞✐#② ♣♦✉% (%❛✐(❡% ❧❡' ✐♥✲
'(❛♥❝❡' ❞❡ ❬❇✐❧❣❡ ❛♥❞ ❯❧✉'♦②✱ ✶✾✾✺❪✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ❝❤%♦♠♦'♦♠❡ %❡♣%+'❡♥(❡ ❧✬♦%❞%❡ (♦(❛❧ ❞❡'
(@❝❤❡' ♦♣+%❛(♦✐%❡'✳ ❈❤❛)✉❡ ❝❤%♦♠♦'♦♠❡ ❡'( ❝❧❛''+ ❡♥ ♣❧✉'✐❡✉%' '♦✉'✲❝❤%♦♠♦'♦♠❡' ❞❡ ❣M♥❡'
'✉❝❝❡''✐❢'✳ ▲❡' ♦♣+%❛(❡✉%' ❞❡ ❝%♦✐'❡♠❡♥( ❡( ❞❡ ♠✉(❛(✐♦♥ '♦♥( ❛♣♣❧✐)✉+' 9 ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ✿
'✉% ❧❡ ❝❤%♦♠♦'♦♠❡ ❡♥(✐❡% ♦✉ '✉% ✉♥ '♦✉'✲❝❤%♦♠♦'♦♠❡✳ ❯♥❡ %+♣❛%❛(✐♦♥ ❡'( ❛♣♣❧✐)✉+❡ ❛✉①
❝❤%♦♠♦'♦♠❡' ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡' )✉✐ ♦♥( ✈✐♦❧+ ❧❛ ❝♦♥(%❛✐♥(❡ ❞❡ ♣%+❝+❞❡♥❝❡✳ ▲❛ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡ ❞❡
❝❡((❡ ♠+(❤♦❞❡ ❡'( ❞✐✣❝✐❧❡ 9 +✈❛❧✉❡%✱ ♣❛%❝❡ )✉✬✐❧ ② ❛ (%♦♣ ❞❡ ✈❛%✐❛(✐♦♥' ♣❛% %❛♣♣♦%( ❛✉①
♠❡✐❧❧❡✉%' %+'✉❧(❛(' ❞❡ ❧❛ ❧✐((+%❛(✉%❡✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ ❧✬❛✛❡❝(❛(✐♦♥ ❞❡' ❆●❱' ♥✬❡'( ♣❛' ❞+(❛✐❧❧+❡✳
❬▲❛❝♦♠♠❡ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ♦♥( ♣%♦♣♦'+ ✉♥ ❛❧❣♦%✐(❤♠❡ ♠✐♠+(✐)✉❡ ♣♦✉% %+'♦✉❞%❡ ❧❡' ♣%♦❜❧A♠❡'
❞✬♦%❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥( ❞❛♥' ✉♥ ❋▼❙ '❛♥' ❛✛❡❝(❛(✐♦♥ ❞❡' (@❝❤❡' ♦♣+%❛(♦✐%❡' ❡( ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦✉
♣❧✉'✐❡✉%' %❡''♦✉%❝❡' ❞❡ (%❛♥'♣♦%(✳ ❯♥ ❣%❛♣❤❡ ❞✐'❥♦♥❝(✐❢ ❡'( ✉(✐❧✐'+ ♣♦✉% %❡♣%+'❡♥(❡% ❧❡ ♣%♦❜✲
❧A♠❡ ❛''♦❝✐+✳ ■❧ ❝♦♥(✐❡♥( ❞❡' '♦♠♠❡(' ❛''♦❝✐+' 9 ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' (@❝❤❡' ✭♦♣+%❛(♦✐%❡ ❡( ❞❡
(%❛♥'♣♦%(✮ ❡( ❞❡' ✈❛❧❡✉%' ✜①❡' '✉% ❧❡' ❛%❝'✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♥(✐❡♥( ❞❡✉① ❝❤❛[♥❡' ✿ ✉♥❡ ❝❤❛[♥❡ ❞❡
'+❧❡❝(✐♦♥ ❞❡' %❡''♦✉%❝❡' ♣♦✉% ❝❤❛)✉❡ (@❝❤❡ ❡( ✉♥❡ ❝❤❛[♥❡ ❞❡ '+)✉❡♥❝❡♠❡♥( ❞❡' (@❝❤❡' ❞❡
(%❛♥'♣♦%(✳ ▲❛ ♣%❡♠✐A%❡ ❝❤❛[♥❡ ❡'( ❣+♥+%+❡ ❛❧+❛(♦✐%❡♠❡♥(✳ ▲❛ ❞❡✉①✐A♠❡ ❝❤❛[♥❡ ❡'( ❣+♥+%+❡
♣❛% ✉♥❡ ❤❡✉%✐'(✐)✉❡ ♣%♦♣♦'+❡ ♣❛% ●✐✤❡% ❛♥❞ ❚❤♦♠♣'♦♥ ❡♥ ✶✾✻✵ ✭❬●✐✤❡% ❛♥❞ ❚❤♦♠♣'♦♥✱
✶✾✻✵❪✮✱ ❜❛'+❡ '✉% ❧✬❛✛❡❝(❛(✐♦♥ ❞+✜♥✐❡ ♣❛% ❧❛ ♣%❡♠✐A%❡ ❝❤❛[♥❡✳ ▲❡ ❝%♦✐'❡♠❡♥( ♥❡ ♠♦❞✐✜❡
)✉❡ ❧❛ ♣%❡♠✐A%❡ ❝❤❛[♥❡✳ ▲❛ ♠✉(❛(✐♦♥ '❡ ❜❛'❡ '✉% ✉♥❡ %❡❝❤❡%❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ %+❛✛❡❝(❛♥( ✉♥❡
(@❝❤❡ ❞❡ (%❛♥'♣♦%( ❝%✐(✐)✉❡ ♦✉ ❡♥ ♣❡%♠✉(❛♥( ❞❡✉① (@❝❤❡' ❝%✐(✐)✉❡' '✉% ❧❛ ♠M♠❡ %❡''♦✉%❝❡
❞❡ (%❛✐(❡♠❡♥( ♦✉ ❞❡ (%❛♥'♣♦%(✳ ❈❡((❡ (❡❝❤♥✐)✉❡ ❞❡ ❝♦♥'(%✉❝(✐♦♥ ❞✉ ✈♦✐'✐♥❛❣❡ ❡'( ✐♥'♣✐%+❡
❞❡ ❬❍✉%✐♥❦ ❛♥❞ ❑♥✉'(✱ ✷✵✵✺❪✳ ❊❧❧❡ ❡'( ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉% ❛♠+❧✐♦%❡% ❧❛ '♦❧✉(✐♦♥ ❝♦✉%❛♥(❡ ♣❛%
%❛♣♣♦%( ❛✉ ❝%✐(A%❡ ❞✉ ♠❛❦❡.♣❛♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ❞❛♥' ❧❡' ❝❛' ♦c ❧❡' (❡♠♣' ❞❡ (%❛✐(❡♠❡♥( '♦♥(
❜♦%♥+'✱ ❧❛ ♣❡%♠✉(❛(✐♦♥ ❞❡' (@❝❤❡' ♣❡✉( ❣+♥+%❡% ✉♥❡ '♦❧✉(✐♦♥ ✐♥❢❛✐'❛❜❧❡✳ ❬▲❛%❛❜✐✱ ✷✵✶✵❪ ♦♥(
❝♦♥'✐❞+%+ ❧❡ ♣%♦❜❧A♠❡ ❞❡ ❥♦❜ .❤♦♣ ❛✈❡❝ ♣❧✉'✐❡✉%' %♦❜♦('✱ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐(+' ✉♥✐(❛✐%❡' ♦✉ ♥♦♥
✉♥✐(❛✐%❡'✳ ▲❡' ♣%♦❜❧A♠❡' '♦♥( %❡♣%+'❡♥(+' ♣❛% ✉♥ ❣%❛♣❤❡ ❞✐'❥♦♥❝(✐❢✳ ❯♥❡ ♠+(❤♦❞❡ ❤②❜%✐❞❡✱
❝♦♠♣♦'+❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦%✐(❤♠❡ ♠✐♠+(✐)✉❡ ✐♥(+❣%+ ❛✈❡❝ ✉♥❡ %❡❝❤❡%❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❡'( ✉(✐❧✐'+❡ ♣♦✉%
%+'♦✉❞%❡ ❝❡' ❞❡✉① (②♣❡' ❞❡ ♣%♦❜❧A♠❡'✳ ❬❊❧♠✐ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ♦♥( (%❛✐(+ ✉♥ ♣%♦❜❧A♠❡ ❞✬♦%✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥( ❞✉ ❥♦❜ .❤♦♣ ❞❛♥' ❞❡' ❝❡❧❧✉❧❡' ✭❏❙❈e✮ ❡♥ ② ✐♥(+❣%❛♥( ❧❡' (%❛♥'♣♦%(' ❡♥(%❡
❝❡❧❧✉❧❡' ❡( ❧❡ ♣%♦❜❧A♠❡ ❞❡ %+✲❡♥(%+❡✳ ▲❡' ❥♦❜. '♦♥( ❝❧❛''+' ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡'✳ ▲❡' ❥♦❜. ❞✬✉♥❡ ♠M♠❡
❢❛♠✐❧❧❡ ✈♦♥( ✈✐'✐(❡% '❡♥'✐❜❧❡♠❡♥( ❧❡ ♠M♠❡ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡'✳ ❈❤❛)✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❡✉(
(%❛✐(❡% ❞✐✛+%❡♥(' ❥♦❜' ♠❛✐' ✉♥ '❡✉❧ 9 ❧❛ ❢♦✐'✳ ❈❤❛)✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♥'✐'(❡ ❡♥ ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡
♠❛❝❤✐♥❡'✳ ❈❡%(❛✐♥' ❥♦❜. ❞♦✐✈❡♥( ✈✐'✐(❡% ❧❡' ❛✉(%❡' ❝❡❧❧✉❧❡' ♣♦✉% ✜♥✐% ❧❡✉% (%❛✐(❡♠❡♥(✳ ▲❡'
✷✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ❖&❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥% ❞❡0 ❛%❡❧✐❡&0 ❛✈❡❝ &❡00♦✉&❝❡0 ❞❡ %&❛♥0♣♦&%
"#❛♥&♣♦#"& ❡♥"#❡ ❧❡& ❝❡❧❧✉❧❡& &♦♥" ♣#✐& ❡♥ ❝♦♠♣"❡✳ 0♦✉# "#❛✐"❡# ❝❤❛2✉❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❥♦❜&✱ ❧❡
"❡♠♣& ❞❡ ♣#8♣❛#❛"✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡&" ✐♥❞8♣❡♥❞❛♥" ❞✉ &82✉❡♥❝❡♠❡♥"✳ ▲❡ ♣#♦❜❧;♠❡ ❞❛♥&
✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡&" ❞✉ "②♣❡ ❥♦❜ &❤♦♣ ❛✈❡❝ ❞❡& ♠❛❝❤✐♥❡& ♠✉❧"✐❢♦♥❝"✐♦♥&✳ ❯♥❡ ♠8"❤♦❞❡ ❞❡ ❙❆
✭&✐♠✉❧❛"❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✮ ❡&" ❞8✈❡❧♦♣♣8❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ &"#✉❝"✉#❡ ❞❡ ✈♦✐&✐♥❛❣❡ ❜❛&8 &✉# ❧❡& ❜❧♦❝&
&✉# ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝#✐"✐2✉❡✳ ❈❡ "②♣❡ ❞❡ ♣#♦❜❧;♠❡ ❡&" ♣❧✉& ❝♦♠♣❧❡①❡ 2✉❡ ❧❡ ♣#♦❜❧;♠❡ ❥♦❜ &❤♦♣
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✭❝♦♥$.❛✐♥$❡#✮ ❞,✜♥✐❡#✳ ❈❡# .5❣❧❡# ❛✐❞❡♥$ ; ❝❛❧❝✉❧❡. ❧❡# ❞❛$❡# ♣.♦✈✐#♦✐.❡#✳ ➚ ❝❤❛+✉❡ ,$❛♣❡✱
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❝❛* = m ♠❛❝❤✐♥❡* ✭m > 3✮✳ ❯♥❡ ♣$♦❣$❛♠♠❛&✐♦♥ ❞②♥❛♠✐C✉❡ ❡*& ♣$♦♣♦*-❡ ♣♦✉$ $-*♦✉❞$❡
❧❡ ♣$♦❜❧3♠❡ ❡♥ &❡♠♣* O(m3)✳ ■❧* ♦♥& ♣$♦✉✈- C✉❡ ❝❡ &②♣❡ ❞❡ ♣$♦❜❧3♠❡ ❡*& ❢♦$&❡♠❡♥& ◆G✲
❝♦♠♣❧❡&✳ ❬▲❡✈♥❡$ ❡& ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪ ♦♥& ❞-✈❡❧♦♣♣- ✉♥ ❛❧❣♦$✐&❤♠❡ ✭❝♦♠♣❧❡①✐&- ❡♥ O(m3log(m))✮
♣♦✉$ &$♦✉✈❡$ ❧❡ ❝②❝❧❡ ♦♣&✐♠❛❧ ❞❡* ♠♦✉✈❡♠❡♥&* ❞❡ $♦❜♦& ♣♦✉$ ✉♥ ♣$♦❜❧3♠❡ *❛♥* ❛&&❡♥&❡
❡& ♠♦♥♦ ♣$♦❞✉✐&✳ ❬❍❛❧❧ ❡& ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ♦♥& ♣$♦✉✈- C✉❡ ❧✬♦$❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥& ♥❡ *❡ ❧✐♠✐&❡ ♣❛* =
❧✬♦❜&❡♥&✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❞❡❣$- ✉♥ ❞❛♥* ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❛✈❡❝ &$♦✐* ♠❛❝❤✐♥❡*✳ ▲❡ ♣$♦❜❧3♠❡ ❞❡
*-C✉❡♥❝❡♠❡♥& ❝②❝❧✐C✉❡ ♠✉❧&✐✲♣$♦❞✉✐&* = &$♦✐* ♠❛❝❤✐♥❡* ❡*& ◆G✲❝♦♠♣❧❡&✳ ❬❆❣♥❡&✐*✱ ✷✵✵✵❪ ♦♥&
❝♦♥*✐❞-$- ❧❡ ♣$♦❜❧3♠❡ ❞❡ ✢♦✇ #❤♦♣ ❞❛♥* ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ = ✉♥ *❡✉❧ $♦❜♦& ❡& *❛♥* ❛&&❡♥&❡✳ ❉❛♥*
❧❡ ❝❛* ❞❡ ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡*✱ ✐❧* ♦♥& ♠♦♥&$- C✉❡ ❧❡ ♣$♦❜❧3♠❡ ♣❡✉& P&$❡ $-*♦❧✉ ❡♥ O(nlog(n))✱
❡♥ ❧❡ $-❞✉✐*❛♥& ❛✉ ♣$♦❜❧3♠❡ ❝❧❛**✐C✉❡ ❞✬✉♥ ✢♦✇ #❤♦♣ *❛♥* ❛&&❡♥&❡ = ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡*✳ ❉❛♥*
❧❡ ❝❛* ♠♦♥♦✲♣$♦❞✉✐& = &$♦✐* ♠❛❝❤✐♥❡*✱ ✐❧ ❡*& *✉✣*❛♥& ❞❡ ❝♦♥*✐❞-$❡$ ❧❡* ❝②❝❧❡* ❞✉ $♦❜♦& ❞❛♥*
❧❡*C✉❡❧* &♦✉&❡* ❧❡* ♠❛❝❤✐♥❡* *♦♥& ✈✐*✐&-❡* ✉♥❡ ♦✉ ❞❡✉① ❢♦✐*✳ ❬▼❛♥❣✐♦♥❡ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❝❪ ♦♥&
♣$♦✉✈- C✉✬✉♥❡ *♦❧✉&✐♦♥ ❝②❝❧✐C✉❡ ❞❡ ❞❡❣$- 1 ♦✉ 2 ❡*& ♦♣&✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧3♠❡ ❝②❝❧✐C✉❡
♠♦♥♦✲♣$♦❞✉✐& = &$♦✐* ♠❛❝❤✐♥❡* ❡& ✉♥ *❡✉❧ $♦❜♦&✱ ❧♦$*C✉❡ ❧❡* &❡♠♣* ❞❡ &$❛✐&❡♠❡♥& *♦♥&
✜①❡*✳ ❬▼❛♥❣✐♦♥❡ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❛❪✱ ❬▼❛♥❣✐♦♥❡ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❜❪ ♦♥& &$❛✐&- ❧❡ ♣$♦❜❧3♠❡ ❝②❝❧✐C✉❡
♠♦♥♦ ♣$♦❞✉✐& ❞❛♥* ✉♥ ❛&❡❧✐❡$ *❛♥* ❛&&❡♥&❡ -C✉✐❧✐❜$- = C✉❛&$❡ ♠❛❝❤✐♥❡* ❡& ✉♥ *❡✉❧ $♦❜♦&✳
❈❡& ❛$&✐❝❧❡ ❛ ♠♦♥&$- C✉❡ ♣♦✉$ &$♦✉✈❡$ ❧❡* ❝②❝❧❡* ♦♣&✐♠❛✉①✱ ♦♥ ♣❡✉& *❡ ❧✐♠✐&❡$ = &$♦✉✈❡$
❞❡* ❝②❝❧❡* ❞❡ ♣$♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡ ♠♦✐♥* ❞❡ &$♦✐* ♣✐3❝❡*✱ ❝❡ C✉✐ ✈❡✉& ❛✉**✐ ❞✐$❡ C✉❡ ❧❡ ❞❡❣$- ❞❡*
❝②❝❧❡* ♦♣&✐♠❛✉① ❡*& ❜♦$♥-✳ ▲❡ ❞❡❣$- ❞❡* ❝②❝❧❡* ❞♦♠✐♥❛♥&* ♣❡✉& P&$❡ ❜♦$♥- ♣❛$ ❧❡ ♥♦♠❜$❡
❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡* ♠♦✐♥* ✉♥✱ ❝❡ C✉✐ *✐♠♣❧✐✜❡ ❧❛ $❡❝❤❡$❝❤❡ ❞❡* *♦❧✉&✐♦♥* ♦♣&✐♠❛❧❡*✳ ❬❈❤❡ ❡& ❛❧✳✱
✷✵✵✸❪ ♦♥& ❝❤❡$❝❤- ❞❡* ♦$❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥&* ❝②❝❧✐C✉❡* ❞❡ ❞❡❣$- 2 ♣♦✉$ ❞❡* ❝❡❧❧✉❧❡* $♦❜♦&✐*-❡*
♠♦♥♦✲♣$♦❞✉✐& *❛♥* ❛&&❡♥&❡✱ ♦V ❧❡* &❡♠♣* ❞❡ &$❛✐&❡♠❡♥& *♦♥& ✜①❡*✳ ❯♥ ❛❧❣♦$✐&❤♠❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐&- O(N8logN) ❛ -&- ♣$♦♣♦*-✳ ❈❡&&❡ ♠-&❤♦❞❡ ♣❡✉&✲P&$❡ -&❡♥❞✉❡ ♣♦✉$
$-*♦✉❞$❡ ❧❡ ♣$♦❜❧3♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① &②♣❡* ❞❡ ❥♦❜*✳ ❬❉❛✇❛♥❞❡ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ♦♥& -&✉❞✐- ❧❡* ♣$♦❜✲
❧3♠❡* $❡♥❝♦♥&$-* ❞❛♥* ❞✐✛-$❡♥&* ❛&❡❧✐❡$* ✿ *②*&3♠❡ ❞❡ &$❛✐&❡♠❡♥& ❞❡ *✉$❢❛❝❡✱ ♣❧❛♥✐✜❝❛&✐♦♥
❞❡ ❣$✉❡* ✭❝'❛♥❡ #❝❤❡❞✉❧✐♥❣✮✱ ✉*✐♥❡* &❡①&✐❧❡* ❡& ❛&❡❧✐❡$* ❞❡ ♣$♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❜❧♦❝* ♠♦&❡✉$ ✭❡♥✲
❣✐♥❡ ❜❧♦❝❦ ♠❛♥✉❢❛❝5✉'✐♥❣ ✮✳ ❬❇$❛✉♥❡$✱ ✷✵✵✻❪ ❛ ♣$♦♣♦*- ✉♥ -&❛& ❞❡ ❧✬❛$& *✉$ ✉♥ ♣$♦❜❧3♠❡
❞✬♦$❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥& ❝②❝❧✐C✉❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ $♦❜♦&✐*-❡ ❞❡ &②♣❡ ✢♦✇ #❤♦♣ *❛♥* *&♦❝❦❛❣❡ ❡& ❛✈❡❝
❞❡* ♣$♦❞✉✐&* ✐❞❡♥&✐C✉❡*✳ ▲❡ ❝❛* ❞❡ &$♦✐* ♠❛❝❤✐♥❡* ❛✈❡❝ &❡♠♣* ❞❡ &$❛✐&❡♠❡♥& ♥♦♥ ❜♦$♥-*
❡*& $-*♦❧✉ ❝♦♠♣❧3&❡♠❡♥&✱ ♠❛✐* ♣❛* ❧❡ ❝❛* = C✉❛&$❡ ♠❛❝❤✐♥❡*✳ ❬▲❡✉♥❣ ❛♥❞ ▲❡✈♥❡$✱ ✷✵✵✻❪ ♦♥&
♣$♦♣♦*- ✉♥ ❛❧❣♦$✐&❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐&- O(n2) ♣♦✉$ ❞-&❡$♠✐♥❡$ ✉♥ *-C✉❡♥❝❡♠❡♥& ♦♣&✐♠❛❧ ❞✉
♠♦✉✈❡♠❡♥& ❞❡* $♦❜♦&* ♣♦✉$ ✉♥ &❡♠♣* ❞❡ ❝②❝❧❡ ❞♦♥♥-✳ ■❧* ♦♥& ❛✉**✐ ♣$♦♣♦*- ✉♥ ❛❧❣♦$✐&❤♠❡
♣♦✉$ ❞-&❡$♠✐♥❡$ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ $♦❜♦&* $❡C✉✐* ♣♦✉$ ✉♥ &❡♠♣* ❞❡ ❝②❝❧❡ ❞♦♥♥-✳ ❙❛
❝♦♠♣❧❡①✐&- ❡*& O(n5)✳ ❈❡* ❞❡✉① ♠-&❤♦❞❡* *♦♥& ❞-❞✐-❡* ❛✉① ❝❛* ❛✈❡❝ &❡♠♣* ✜①❡*✳ ❙✐ ❧❡*
&❡♠♣* ❞❡ &$❛✐&❡♠❡♥& *♦♥& ❜♦$♥-*✱ ❧❡ ♣$♦❜❧3♠❡ ❞❡✈✐❡♥& ♣❧✉* ❝♦♠♣❧✐C✉- ❡& ❧❡✉$* ♠-&❤♦❞❡*
♥❡ *♦♥& ♣❧✉* ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡*✳ ❬❋✐❡❞❧❡$ ❛♥❞ ▼❡②❡$✱ ✷✵✵✽❪ ♦♥& ❝♦♥*✐❞-$- ❧❡ ♣$♦❜❧3♠❡ ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡
✭❞❡❛❞❧♦❝❦ ✮ ❡& ❞❡ ❝♦❧❧✐*✐♦♥ ❞❛♥* ✉♥ ✢♦✇ #❤♦♣ $♦❜♦&✐*- ❞❡ ❛✈❡❝ ✷✺ ♠❛❝❤✐♥❡* ✭❞❡* ❝✉✈❡*✮ ❡&
❞❡✉① $♦❜♦&*✳ ❬❑❛♠❛❧❛❜❛❞✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♦♥& ❞-✈❡❧♦♣♣- ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞3❧❡ ♠❛&❤-♠❛&✐C✉❡
♣♦✉$ ✉♥ ♣$♦❜❧3♠❡ ❝②❝❧✐C✉❡ ♠✉❧&✐✲♣$♦❞✉✐&*✱ ❛✈❡❝ &$♦✐* ♠❛❝❤✐♥❡* ❡& ✉♥ *❡✉❧ $♦❜♦&✳ ❈❡ ♠♦❞✲
✸✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ❖&❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥% ❞❡0 ❛%❡❧✐❡&0 ❛✈❡❝ &❡00♦✉&❝❡0 ❞❡ %&❛♥0♣♦&%
"❧❡ ❡%& ❜❛%) %✉+ ❧❡% +)%❡❛✉① ❞❡ .❡&+✐✳ ❬▲❡✈♥❡+ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ♦♥& ❢♦✉+♥✐ ✉♥ ❜+❡❢ ❛♣❡+=✉ ❞❡
❧✬)✈♦❧✉&✐♦♥ ❞❡% ♣+♦❜❧"♠❡% ❜❛%✐@✉❡% ❞✬♦+❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥& ❝②❝❧✐@✉❡ ❡& ❧❡% ❛♣♣+♦❝❤❡% ♣♦%%✐❜❧❡%
♣♦✉+ ❧❡✉+ +)%♦❧✉&✐♦♥✳ ❬❇+✉❝❦❡+ ❛♥❞ ❑❛♠♣♠❡②❡+✱ ✷✵✵✽❪ ♦♥& ♣+♦♣♦%) ✉♥ ❝❛❞+❡ ❣)♥)+❛❧ ♣♦✉+
❧❛ ♠♦❞)❧✐%❛&✐♦♥ ❡& ❧❛ +)%♦❧✉&✐♦♥ ❞❡% ♣+♦❜❧"♠❡% ❞✬♦+❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥& ❝②❝❧✐@✉❡%✳
❈❡+&❛✐♥❡% ♣✉❜❧✐❝❛&✐♦♥% &+❛✐&❡♥& ❧❡% ♣+♦❜❧"♠❡% ❛✈❡❝ ❞❡% +♦❜♦&% %♣)❝✐❛✉① ❞♦&)% ❞❡ ❞❡✉①
♣✐♥❝❡% ❞❡ ♣+)❤❡♥%✐♦♥ ✭❞✉❛❧ ❣&✐♣♣❡& ✮✱ @✉✐ ♣❡+♠❡&&❡♥& ❞❡ ❞)❝❤❛+❣❡+ ❡& ❝❤❛+❣❡+ %✐♠✉❧&❛♥)✲
♠❡♥& ✉♥❡ ♠M♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❬❙❡&❤✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ♦♥& ❝♦♥%✐❞)+) ❧❡ ♣+♦❜❧"♠❡ ❝②❝❧✐@✉❡ ♠♦♥♦
♣+♦❞✉✐&✳ ▲❛ ♣+♦❞✉❝&✐✈✐&) ❡%& ❛✉ ♣❧✉% ❞♦✉❜❧)❡ ♣❛+ +❛♣♣♦+& ❛✉ +♦❜♦& ❝❧❛%%✐@✉❡✳ ❬●❡✐%♠❛+
❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❡& ❬●❡✐%♠❛+ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♦♥& &+❛✐&) ❝❡ ♣+♦❜❧"♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡% ♠❛❝❤✐♥❡% ♣❛+❛❧❧"❧❡%✳
❬❙+✐%❦❛♥❞❛+❛❥❛❤ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ♦♥& )&✉❞✐) ❧❡ ❝❛% ♠✉❧&✐✲♣+♦❞✉✐&%✳ ❬❉+♦❜♦✉❝❤❡✈✐&❝❤ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪
♦♥& &+❛✐&) ❧❡ ♣+♦❜❧"♠❡ ♠♦♥♦✲♣+♦❞✉✐& ❡♥ ❛❞❛♣&❛♥& ❧❡% ♠)&❤♦❞♦❧♦❣✐❡% ✉&✐❧✐%)❡% ❞❛♥% ❧❡ ❝❛%
❞✬✉♥ +♦❜♦& ♠♦♥♦✲♣+)❤❡♥%❡✉+✳
✯ !"♦❜❧&♠❡) ❛✈❡❝ -❡♠♣) ❞❡ -"❛✐-❡♠❡♥- ❜♦"♥2) ❡- )❛♥) )-♦❝❦
❈❡ &②♣❡ ❞❡ ♣+♦❜❧"♠❡ ❝♦++❡%♣♦♥❞ ❛✉① ♣+♦❜❧"♠❡% ❝②❝❧✐@✉❡% ❞✉ ❍❙. ✭❈❍❙.✮✱ +❡♥❝♦♥&+)%
❞❛♥% ❧❡% ❆❚❙ %❛♥% %&♦❝❦ ✭❬❇❧♦❝❤ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮✳ ▲❡ ❈❍❙. ❧❡ ♣❧✉% %✐♠♣❧❡✱ ♥♦♠♠) ❡♥ &❛♥&
@✉❡ ✧♣+♦❜❧"♠❡ ❞❡ ❜❛%❡✧ ✭❬▼❛♥✐❡+✲▲❛❝♦%&❡✱ ✶✾✾✹❪✮✱ ❝♦♥%✐%&❡ Z ❝❤❡+❝❤❡+ ❧❛ ♣)+✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥% ✉♥❡ %❡✉❧❡ ❧✐❣♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ +♦❜♦& ❡& ❞❡% +❡%%♦✉+❝❡% ❞❡ &+❛✐&❡♠❡♥& ✭❝✉✈❡%✮ ❞❡
❝❛♣❛❝✐&) ✉♥✐&❛✐+❡ ❡& ♠♦♥♦✲❢♦♥❝&✐♦♥ ✭♣+♦❜❧"♠❡ ♥♦♥ +)❡♥&+❛♥&✮✳ ■❧ ❡%& ◆.✲❝♦♠♣❧❡& ♠M♠❡
❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❧❡ ♣❧✉% %✐♠♣❧❡ ✭❬▲❡✐ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✶✾✾✹❪✮✳ ❈❡❧❛ ❡①♣❧✐@✉❡ ♣♦✉+@✉♦✐ ❧❛ ♣❧✉♣❛+& ❞❡%
❝❤❡+❝❤❡✉+% ♥❡ +)%♦❧✈❡♥& @✉❡ ❝❡ ❝❛%✳
.♦✉+ ❧❡ ♣+♦❜❧"♠❡ ♠♦♥♦✲♣+♦❞✉✐& ❛✈❡❝ ✉♥ ✉♥✐@✉❡ +♦❜♦&✱ ❬.❤✐❧❧✐♣% ❛♥❞ ❯♥❣❡+✱ ✶✾✼✻❪ ♦♥&
♣+♦♣♦%) ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ ♠♦❞"❧❡ ❞❡ &②♣❡ ♣+♦❣+❛♠♠❛&✐♦♥ ❧✐♥)❛✐+❡ ❡♥&✐"+❡ ♠✐①&❡ ✭▼✐①❡❞ ✐♥&❡❣❡+
▲✐♥❡❛+ .+♦❣+❛♠♠✐♥❣✮✳ ❬❙❤❛♣✐+♦ ❛♥❞ ◆✉&&❧❡✱ ✶✾✽✽❪ ♦♥& ✉&✐❧✐%) ✉♥❡ ♣+♦❝)❞✉+❡ ❛+❜♦+❡%❝❡♥&❡
❞❡ &②♣❡ %)♣❛+❛&✐♦♥ ❡& )✈❛❧✉❛&✐♦♥ ♣♦✉+ +)%♦✉❞+❡ ❝❡ ♣+♦❜❧"♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡% ♣♦%&❡% ❞❡ ❝❤❛+❣❡♠❡♥&
❡& ❞)❝❤❛+❣❡♠❡♥& ❞✐%%♦❝✐)%✳ ❬❇❛♣&✐%&❡ ❡& ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪ ❡& ✭❬▼❛♥✐❡+✲▲❛❝♦%&❡✱ ✶✾✾✹❪✮ ♦♥& ❛♣♣❧✐@✉)
❧❛ ♣+♦❣+❛♠♠❛&✐♦♥ ❧♦❣✐@✉❡ %♦✉% ❝♦♥&+❛✐♥&❡% ✭❈♦♥0%&❛✐♥% ▲♦❣✐❝ 6&♦❣&❛♠♠✐♥❣ ✮✳ ❬▼❛&❡♦ ❡& ❛❧✳✱
✷✵✵✵❪ ♦♥& ♣+♦♣♦%) ✉♥❡ ❢♦+♠✉❧❡ ♠❛&❤)♠❛&✐@✉❡ ♣♦✉+ ❞)✜♥✐+ ❧❡ ❈❍❙.✳ ❬▼❛&❡♦ ❉♦❧❧✱ ✷✵✵✶❪ ♣+♦✲
♣♦%❡ ❞❡ ❝❤❡+❝❤❡+ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♥% ✉♥ ❣+❛♣❤❡ ❝♦❤)+❡♥& ✭❛✈❡❝ ❞❡% ❝❤❡♠✐♥% ❜♦+♥)%✮✳
❬❈❤❡♥ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ✉&✐❧✐%❡♥& ❞❡✉① ♣+♦❝)❞✉+❡% ❞❡ &②♣❡ ❜&❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♣♦✉+ &+♦✉✈❡+ ✉♥❡
%)@✉❡♥❝❡ ❝②❝❧✐@✉❡ ❞❡ ❞❡❣+) ✶✳ ■❧% ✉&✐❧✐%❡♥& ❛✉%%✐ ❝❡ &②♣❡ ❞❡ ♠)&❤♦❞❡ ❡①❛❝&❡ ♣♦✉+ ❝❤❡+❝❤❡+
❞❡% %♦❧✉&✐♦♥% ♥✲❝②❝❧✐@✉❡% ✭❬❈❤❡ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ✮✳ ❬▲✐✉ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ♦♥& )&❡♥❞✉ ❛✉ ❝❛% ❞❡% ❝✉✈❡%
♠✉❧&✐❢♦♥❝&✐♦♥% ❡& ♠✉❧&✐✲❜❛❝%✱ ❧❡ ♠♦❞"❧❡ ❞❡ ♣+♦❣+❛♠♠❛&✐♦♥ ❡♥&✐"+❡ ♠✐①&❡ ❞❡ ❬.❤✐❧❧✐♣% ❛♥❞
❯♥❣❡+✱ ✶✾✼✻❪ ♣♦✉+ ❧❡ ❈❍❙. ❜❛%✐@✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ %❡✉❧ +♦❜♦&✳ ❬❘✐❡+❛ ❛♥❞ ❨♦+❦❡✲❙♠✐&❤✱ ✷✵✵✷❪
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❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐&) ❞❡% ❝✉✈❡%✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤❡+❝❤❡+ ❞✐+❡❝&❡♠❡♥& ❧❛ %♦❧✉&✐♦♥ ♦♣&✐♠❛❧❡
❞❡% ❧✐❣♥❡% ❞❡ &+❛✐&❡♠❡♥& ❞❡ %✉+❢❛❝❡✱ ❬❙❯❇❆b ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ♦♥& )&✉❞✐) ❧✬❛❞❛♣&❛&✐♦♥ ❞✬✉♥❡
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❞❡ ❝②❝❧❡ ✭② ❝♦♠♣+✐- ❧✬♦♣/✐♠✉♠✮✱ ✐❧ ❡①✐-/❡ ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡ -♦❧✉/✐♦♥- ❞♦♥♥❛♥/ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡-
❞✉+8❡- ♦♣8+❛/♦✐+❡- ❞✐✛8+❡♥/❡-✳
❈❡+/❛✐♥- ♣✉❜❧✐❝❛/✐♦♥- ♣+❡♥♥❡♥/ ❡♥ ❝♦♠♣/❡ ❞❡✉① ❝+✐/<+❡-✱ ♥♦♥ -❡✉❧❡♠❡♥/ ❧❡ /❡♠♣- ❞❡
❝②❝❧❡ ♠❛✐- ❛✉--✐ ✉♥ ❝+✐/<+❡ ❡♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥/❛❧ ✭❬❳✉ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣✱ ✷✵✵✹❪✱ ❬❑✉♥/❛② ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱
❬❙✉❜❛✐ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✮✳ ❈❡ /②♣❡ ❞❡ ♣+♦❜❧<♠❡ ❡-/ ♥♦♠♠8 ❊❈❈❍❙ ✭❡♥✈✐)♦♥♠❡♥#❧② ❝♦♥.❝✐♦✉.
❝②❝❧✐❝ ❤♦✐.# .❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✮ ♦✉ ❈❍❊ ✭❈②❝❧✐❝ ❍♦✐.# ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦) ❊♥✈✐)♦♥♠❡♥# ✮✳
❉❛♥- ❧❡ ❍❙K✱ ❧❛ ♣+8-❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉-✐❡✉+- +♦❜♦/- ❡♥❣❡♥❞+❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐/8 -✉♣♣❧8♠❡♥/❛✐+❡✱
❞✉❡ L ❧❛ ❣❡-/✐♦♥ ❞❡- +✐-M✉❡- ❞❡ ❝♦❧❧✐-✐♦♥✳ ▲❛ ♠8/❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉- -♦✉✈❡♥/ +❡/❡♥✉❡ ❞❛♥- ❧❡- ❞✐✈❡+-
♣❛♣✐❡+- ❝♦♥-✐-/❡ L ♣❛+/✐/✐♦♥♥❡+ ❧❡ ♣+♦❜❧<♠❡ ❡♥ -♦✉-✲♣+♦❜❧<♠❡- ♠♦♥♦✲+♦❜♦/✱ ❡♥ ❞8❝♦✉♣❛♥/
❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡♥ ♣❧✉-✐❡✉+- ③♦♥❡- ❣8♦❣+❛♣❤✐M✉❡- M✉✐ ♣❡✉✈❡♥/ -❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡+ ♦✉ ♥♦♥ ✭✈♦✐+ ♣❛+ ❡①✲
❡♠♣❧❡ ❬▲❡✐ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✶✾✾✶❪✱ ❬▼❛♥✐❡+ ❡/ ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✱ ❬▼❛♥✐❡+ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✱ ❬▲✐✉ ❛♥❞ ❏✐❛♥❣✱
✷✵✵✺❪✱ ❬❝❤/✱ ✷✵✶✵❪✮✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡+/❛✐♥❡- 8/✉❞❡- /+❛✐/❡♥/ ❞❡ ❧✬♦♣/✐♠✐-❛/✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ +♦❜♦/-
❝♦♥❥♦✐♥/❡♠❡♥/ ❛✈❡❝ ❧✬♦+❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥/ ✭❬❆+♠-/+♦♥❣ ❡/ ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪✱ ❬▼❛♥✐❡+ ❛♥❞ ▲❛♠+♦✉-✱
✷✵✵✻❪ ❡/ ❬▼❛♥✐❡+ ❛♥❞ ▲❛♠+♦✉-✱ ✷✵✵✽❪✮✳
K♦✉+ ❧❡- ♣+♦❜❧<♠❡- ❞✬♦+❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥/ ❝②❝❧✐M✉❡- ♠✉❧/✐✲♣+♦❞✉✐/-✱ ✐❧ ② ❛ -♦✉✈❡♥/ ♣❡✉ ❞❡
/②♣❡- ❞❡ ♣+♦❞✉✐/- L ❝❛✉-❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐/8 ❞✉ ♣+♦❜❧<♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉- ❝❡- /②♣❡- ❞❡ ♣+♦❞✉✐/-
-♦♥/ -♦✉✈❡♥/ -✐♠✐❧❛✐+❡-✱ ❛✈❡❝ ❞❡- ❣❛♠♠❡- ♦♣8+❛/♦✐+❡- ✐❞❡♥/✐M✉❡- ❞❛♥- ❧❡-M✉❡❧❧❡- -❡✉❧❡- ❧❡-
❞✉+8❡- ♣❡✉✈❡♥/ ✈❛+✐❡+✳ ❈❡❧❛ +❡✈✐❡♥/ L ♥♦✉✈❡❛✉ L ✉♥ ♣+♦❜❧<♠❡ ❞❡ ✢♦✇ .❤♦♣✳ K♦✉+ ❝❡- ♣+♦❜✲
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%/❛♥+♣♦/% ♠♦♥%/❡ ;✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛/% ❞❡+ ❛/%✐❝❧❡+ ♣✉❜❧✐6+ %/❛✐%❡♥% ♣/✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥% ❞❡✉① %②♣❡+
❞❡ ♣/♦❜❧7♠❡+ ✿ ❝❡✉① ❛✈❡❝ %❡♠♣+ ❞❡ %/❛✐%❡♠❡♥% ✜①❡+✱ ❡% ❝❡✉① ❛✈❡❝ %❡♠♣+ ❞❡ %/❛✐%❡♠❡♥%
❜♦/♥6+✳ M♦✉/ ❧❡ ♣/❡♠✐❡/ ❝❛+✱ ❧❡+ ♣/♦❜❧7♠❡+ +♦♥% +♦✉✈❡♥% ❞✉ %②♣❡ ❥♦❜ +❤♦♣ ❛✈❡❝ ♦✉ +❛♥+
+%♦❝❦✳ ▲❡ ❞❡✉①✐7♠❡ ❝❛+ +❡ /❡♥❝♦♥%/❡ ❞❛♥+ ❧❡+ ❆❚❙ ♦✉ ❘❈ +❛♥+ +%♦❝❦✳ ▼❛✐+ ❧❛ ♣❧✉♣❛/% ❞❡+
♣/♦❜❧7♠❡+ %/❛✐%6+ +♦♥% /❡❧❛%✐❢+ [ ❧❛ /❡❝❤❡/❝❤❡ ❞✬♦/❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥%+ ❞❡ %②♣❡ ❝②❝❧✐;✉❡ ❞❛♥+
❧❡ ❝❛+ ♠♦♥♦✲♣/♦❞✉✐% ♦✉ ♠✉❧%✐✲♣/♦❞✉✐%+✳ ❊♥ ♦✉%/❡✱ ❧❛ ♠❛❥♦/✐%6 ❞❡+ ❛✉%❡✉/+ ❝♦♥+✐❞7/❡♥%
❞❡+ ❛%❡❧✐❡/+ ✧+✐♠♣❧❡+✧✱ ♥❡ ❝♦♠♣♦/%❛♥% ;✉✬✉♥ ✉♥✐;✉❡ /♦❜♦%✱ ❛✈❡❝ ❞❡+ ♠❛❝❤✐♥❡+ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐%6
✉♥✐%❛✐/❡ ❡% ♠♦♥♦✲❢♦♥❝%✐♦♥✳
❖♥ %/♦✉✈❡ ✉♥❡ ❧✐%%6/❛%✉/❡ ❝♦♥+6;✉❡♥%❡ ❝♦♥+❛❝/6❡ ❛✉① ♣/♦❜❧7♠❡+ ♣/♦♣/❡+ [ ❝❤❛;✉❡ %②♣❡
❞❡ +②+%7♠❡ ❡% ❞❡ ♥♦♠❜/❡✉① /6+✉❧%❛%+ ② +♦♥% ♣/6+❡♥%6+✳ ▼❛✐+ ❝❡+ ♣/♦❜❧7♠❡+ +♦♥% +♦✉✈❡♥%
❞❡+ ❝❛+ ♣❛/%✐❝✉❧✐❡/+✳ ❉✬❛✉%/❡ ♣❛/%✱ ♣❡✉ ❞❡ ❧✐❡♥+ ❡♥%/❡ ❧❡+ ❞✐✛6/❡♥%+ ❛%❡❧✐❡/+ +♦♥% 6%❛❜❧✐+✱ ❞❡
✷✳✸✳ #$♦❜❧(♠❡ ❞✬♦$❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥0 ●❋❏❙❙# ✸✾
♠#♠❡ %✉✬❛✈❡❝ ❧❡, ♣.♦❜❧1♠❡, ❛,,♦❝✐3,✱ ❡5 ❡♥❝♦.❡ ♠♦✐♥, ❡♥5.❡ ❧❡, ♠35❤♦❞❡, ❡5 ♦✉5✐❧, ✉5✐❧✲
✐,3, ♣♦✉. ❧❡, .3,♦✉❞.❡✳ ❈❡, ❧✐❡♥, ♥❡ ❢♦♥5 ❞✬❛✐❧❧❡✉., ♣❛, 5♦✉❥♦✉., ❧✬✉♥❛♥✐♠✐53✳ >❛. ❡①❡♠♣❧❡✱
❬❈.❛♠❛ ❡5 ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ✐♥❝❧✉❡♥5 ❧❡ ❍❙> ❞❛♥, ❧❛ ❝❧❛,,❡ ❞❡, .♦❜♦5✐❝ ✢♦✇,❤♦♣ ,❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣.♦❜✲
❧❡♠,✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡.,❡✱ ♣♦✉. ❬❈❛✈♦.② ❡5 ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ❝✬❡,5 ❧❡ .♦❜♦5✐❝ ✢♦✇,❤♦♣ ,❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣.♦❜❧❡♠
%✉✐ ❡,5 ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛, ♣❛.5✐❝✉❧✐❡. ❞✉ ❍❙>✱ ❧✉✐✲♠#♠❡ ❝♦♥,✐❞3.3 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛,,❡ ❞❡
♣.♦❜❧1♠❡, ❞✬♦.❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥5 ❞✬❛5❡❧✐❡. ❝②❝❧✐%✉❡, ❛✈❡❝ ❝♦♥5.❛✐♥5❡, ❞❡ .❡,,♦✉.❝❡,✳ ❚♦✉5❡❢♦✐,✱
,✉✐✈❛♥5 ❧❡ ❝❛, 35✉❞✐3✱ ✉♥ ❍❙> ♣❡✉5 ❛✉,,✐ ♥❡ ❝♦..❡,♣♦♥❞.❡ M ❛✉❝✉♥ ❞❡, ♣.♦❜❧1♠❡, ❝❧❛,,✐%✉❡,
❞✬♦.❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥5 ❞✬❛5❡❧✐❡.✳ ❊♥ ❡✛❡5✱ ❞❛♥, ❧❛ ♠❛❥♦.✐53 ❞❡, ♣.♦❜❧1♠❡, 5.❛✐53,✱ ✐❧ ❡,5 .❛.❡
❞❡ 5.♦✉✈❡. .3✉♥✐❡, ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ❝❛.❛❝53.✐,5✐%✉❡, ❞✉ ❍❙> ✿ ♦✉5.❡ ❧❡ .✐,%✉❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐,✐♦♥
❡♥5.❡ ❧❡, .❡,,♦✉.❝❡, ❞❡ 5.❛♥,♣♦.5 ✭.♦❜♦5,✮ ❡5 ❧❡ ❢❛✐5 %✉❡ ❧❡ ♣.♦❜❧1♠❡ ❡,5 ,❛♥, ❛55❡♥5❡ ❡5
,❛♥, ♣.3❡♠♣5✐♦♥✱ ❧❡, 5❡♠♣, ❞❡ ♠❛♥✉5❡♥5✐♦♥ ,♦♥5 ♥♦♥ ♥3❣❧✐❣❡❛❜❧❡, ❞❡✈❛♥5 ❧❡, ❞✉.3❡, ♦♣3.❛✲
5♦✐.❡,✱ ❝❡❧❧❡,✲❝✐ 35❛♥5 ❜♦.♥3❡, ♥♦♥ ,❡✉❧❡♠❡♥5 ♣❛. ✈❛❧❡✉. ✐♥❢3.✐❡✉.❡ ♠❛✐, ❛✉,,✐ ♣❛. ✈❛❧❡✉.
,✉♣3.✐❡✉.❡✳
❖♥ ❝♦♥,5❛5❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥5 ✉♥ ♠❛♥%✉❡ ❞❡ 5.❛✈❛✉① ❧✐3, M ❞❡, ♣.♦❜❧1♠❡, ❣3♥3.❛✉① %✉✐
❢♦♥5 ❧✬♦❜❥❡5 ❞❡ ❝❡ ♠3♠♦✐.❡✱ ❡5 %✉✐ ✐♥51❣.❡♥5 ,✐♠✉❧5❛♥3♠❡♥5 ❧❡, ❝♦♥5.❛✐♥5❡, .❡❧❛5✐✈❡, ❛✉①
♦♣3.❛5✐♦♥, ❞❡ ♣.♦❞✉❝5✐♦♥ ❡5 ❞❡ 5.❛♥,♣♦.5✱ ❛✉① 5❡♠♣, ❞❡ 5.❛✐5❡♠❡♥5 ❜♦.♥3, ❛✈❡❝ ♦✉ ,❛♥,
,5♦❝❦✱ ❛✈❡❝ ❞❡, .❡,,♦✉.❝❡, ❞❡ 5.❛✐5❡♠❡♥5 ♣♦❧②✈❛❧❡♥5❡, ♦✉ ♥♦♥✱ ❡5 ❞❡, ♠♦②❡♥, ❞❡ 5.❛♥,♣♦.5
♣.3,❡♥5, ❡♥ ❡①❡♠♣❧❛✐.❡ ✉♥✐%✉❡ ♦✉ ♠✉❧5✐♣❧❡✳
❉❛♥, ❧❛ ,❡❝5✐♦♥ ,✉✐✈❛♥5❡✱ ♥♦✉, ❞3✜♥✐,,♦♥, ❧❡ ♣.♦❜❧1♠❡ ❞✬♦.❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥5 ❞✬❛5❡❧✐❡. ❞❡
5②♣❡ ❥♦❜ 6❤♦♣ %✉❡ ♥♦✉, 35✉❞✐♦♥, ♣❛. ❧❛ ,✉✐5❡✳ ◆♦✉, %✉❛❧✐✜♦♥, ❝❡ ♣.♦❜❧1♠❡ ❞❡ ❣3♥3.✐%✉❡ ❞❛♥,
❧❡ ,❡♥, ♦X ✐❧ .❡❣.♦✉♣❡ ❞❡, ♣.♦❜❧1♠❡, ✐,,✉, ❞❡ ❞✐✛3.❡♥5, 5②♣❡, ❞✬❛5❡❧✐❡., ❛✈❡❝ ❝♦♥5.❛✐♥5❡, ❞❡
5.❛♥,♣♦.5✳ ■❧ ,❡.✈✐.❛ ❞❡ ❜❛,❡ ♣♦✉. ❧✬3❧❛❜♦.❛5✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞1❧❡, ❡5 ♠35❤♦❞❡, ❞❡ .3,♦❧✉5✐♦♥ %✉❡
♥♦✉, ❞3❝.✐✈♦♥, ❞❛♥, ❧❡, ❝❤❛♣✐5.❡, ,✉✐✈❛♥5,✳
✷✳✸ #$♦❜❧(♠❡ ❞✬♦$❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥0 ●❋❏❙❙#
◆♦✉, ❞3✜♥✐,,♦♥, ✐❝✐ ✉♥ ♣.♦❜❧1♠❡ ❞✬♦.❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥5 ❞❡ 5②♣❡ ❥♦❜ 6❤♦♣ %✉✐ ♣❡✉5 #5.❡ ✈✉
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥❝❛53♥❛5✐♦♥ ❞❡, ♣.♦❜❧1♠❡, ❞❡ ❥♦❜ 6❤♦♣ ✢❡①✐❜❧❡ ❛✈❡❝ .❡,,♦✉.❝❡, ❞❡ 5.❛♥,♣♦.5
.❡♥❝♦♥5.3, ❞❛♥, ❧❡, ❞✐✈❡., ❛5❡❧✐❡., ❞❡ 5②♣❡ ,②,51♠❡, ✢❡①✐❜❧❡, ❞❡ ♣.♦❞✉❝5✐♦♥ ✭❋▼❙✮✱ ❝❡❧❧✉❧❡,
.♦❜♦5✐,3❡, ✭❘❈✮ ❡5 ❛5❡❧✐❡., ❞❡ 5.❛✐5❡♠❡♥5 ❞❡ ,✉.❢❛❝❡ ✭❆❚❙✮✳ ◆♦✉, ❛♣♣❡❧♦♥, ❛✉,,✐ ❝❡ ♣.♦❜✲
❧1♠❡ ●❡♥❡$❛❧ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❏♦❜ ❙❤♦♣ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ #$♦❜❧❡♠ ✭●❋❏❙❙>✮ ♦✉ ♣.♦❜❧1♠❡ ❣3♥3.✐%✉❡✱ ❧❡
5❡.♠❡ ✧❣❡♥❡.❛❧✧ ✐♥53❣.❛♥5 ❧❡, ❛,♣❡❝5, ❝♦♥5.❛✐♥5❡, ❞❡ 5.❛♥,♣♦.5 ❡5 ❞❡ ,5♦❝❦❛❣❡✱ ❛✐♥,✐ %✉❡
❞❡, ❞✉.3❡, ♦♣3.❛5♦✐.❡, ❜♦.♥3❡,✳
▲✬❛5❡❧✐❡. ❣3♥3.✐%✉❡ ❝♦♥,✐❞3.3 ❡,5 ❝♦♥,5✐5✉3 ❞❡ 5.♦✐, ♣.✐♥❝✐♣❛✉① 3❧3♠❡♥5, ♣❤②,✐%✉❡,✱
❝♦♠♠❡ ♥♦✉, ❧✬❛✈♦♥, ❞3❝.✐5 ❛✉ ❝❤❛♣✐5.❡ ♣.3❝3❞❡♥5 ✿ ❧❡, .❡,,♦✉.❝❡, ❞❡ 5.❛✐5❡♠❡♥5 ✭♠❛❝❤✐♥❡,✱
❝✉✈❡,✱ ❡5❝✳✮✱ ❧❡, .❡,,♦✉.❝❡, ❞❡ 5.❛♥,♣♦.5 ✭❆●❱,✱ ❝♦♥✈♦②❡✉.,✱ ❤♦✐606✱ .♦❜♦5,✱ ❡5❝✳✮ ❡5 ❧❡,
♣❧❛❝❡, ❞❡ ,5♦❝❦❛❣❡ ✭❡♥ ❛♠♦♥5 ❡5✴♦✉ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡, .❡,,♦✉.❝❡, ❞❡ 5.❛✐5❡♠❡♥5✮✳
▲❡, 3❧3♠❡♥5, ❞✉ ❥♦❜✲6❤♦♣ ❝♦♥,✐❞3.3 ✐❝✐ ,♦♥5 ✿ ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ .❡,,♦✉.❝❡, ❞❡ 5.❛✐5❡♠❡♥5
✭♦✉ ♠❛❝❤✐♥❡,✮✱ ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ .❡,,♦✉.❝❡, ❞❡ 5.❛♥,♣♦.5 ✭♦✉ .♦❜♦5,✮ ❡5 ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜6
✐♥❞3♣❡♥❞❛♥5, J1✱ J2✱ ✳✳✳ Jn✳ ❈❤❛%✉❡ ❥♦❜✴5.❛✈❛✐❧ ❛ ✉♥❡ ❞❛5❡ ❞❡ ❞3❜✉5 ❛✉ ♣❧✉, 5c5 ♦✉ $❡❧❡❛6❡
✹✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ❖&❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥% ❞❡0 ❛%❡❧✐❡&0 ❛✈❡❝ &❡00♦✉&❝❡0 ❞❡ %&❛♥0♣♦&%
❞❛%❡✱ ❡$ ✉♥❡ ❞❛$❡ ❞❡ ✜♥ ❛✉ ♣❧✉, $❛-❞ ♦✉ ❞✉❡❞❛%❡✳ ❉❛♥, ♥♦$-❡ 1$✉❞❡✱ ♥♦✉, ,✉♣♣♦,❡-♦♥,
2✉❡ ❧❡, &❡❧❡❛0❡ ❞❛%❡0 ,♦♥$ $♦✉$❡, 1❣❛❧❡, 4 0✱ ❝❡ 2✉✐ ✈❡✉$ ❞✐-❡ 2✉❡ $♦✉, ❧❡, $-❛✈❛✉① ,♦♥$
❞✐,♣♦♥✐❜❧❡, 4 ❧❛ ❞❛$❡ ❞❡ -1❢1-❡♥❝❡ ✵✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉, ♣❧❛❝❡ ❞❛♥, ✉♥ ❝♦♥$❡①$❡ ♣-1❞✐❝$✐❢✱ ♦< ♦♥
❝❤❡-❝❤❡ 4 ❞1$❡-♠✐♥❡- ✉♥❡ ,♦❧✉$✐♦♥ ❤♦-, ❧✐❣♥❡✳ ❉❡ ♠?♠❡✱ ♥♦✉, ♥✬✐♠♣♦,♦♥, ♣❛, ❞❡ ❞❛$❡
❞❡ ✜♥ ❞❡, $-❛✈❛✉①✱ 2✉✐ ❡,$ ❞♦♥❝ ✜①1❡ ♣❛- ❞1❢❛✉$ 4 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉- $-A, ❣-❛♥❞❡ ♣❛- -❛♣♣♦-$
4 ❧✬❤♦-✐③♦♥ $❡♠♣♦-❡❧ ❝♦♥,✐❞1-1✳ ❈❤❛2✉❡ $-❛✈❛✐❧ ❞♦✐$ 1❣❛❧❡♠❡♥$ ?$-❡ -1❛❧✐,1 ,✉✐✈❛♥$ ✉♥❡
❣❛♠♠❡ ♦♣1-❛$♦✐-❡ ✜①1❡ ✭❧❡, $❛✐❧❧❡, ❞❡ ❣❛♠♠❡ ♣❡✉✈❡♥$ ?$-❡ ❞✐✛1-❡♥$❡,✮✳ ▲❡, ♦♣1-❛$✐♦♥,
❞✬✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ,♦♥$ ❧✐1❡, ♣❛- ❞❡, ❝♦♥$-❛✐♥$❡, ❞❡ ♣-1❝1❞❡♥❝❡✳ ❈❤❛2✉❡ ♦♣1-❛$✐♦♥ ❞♦✐$ ?$-❡
❡✛❡❝$✉1❡ ,✉- ✉♥❡ ,❡✉❧❡ ❞❡, ♠❛❝❤✐♥❡,✱ ❝❤♦✐,✐❡ ❞❛♥, ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♠❛❝❤✐♥❡, 2✉✐ ♣❡✉✈❡♥$
$-❛✐$❡- ❝❡$$❡ ♦♣1-❛$✐♦♥✳ ▲❡, ♦♣1-❛$✐♦♥, ,♦♥$ ♥♦♥ ♣-1❡♠♣$✐✈❡,✱ ❝✬❡,$ 4 ❞✐-❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥$
?$-❡ ✐♥$❡--♦♠♣✉❡, ✉♥❡ ❢♦✐, ❝♦♠♠❡♥❝1❡,✳ ▲❡ $❡♠♣, ♦♣1-❛$♦✐-❡ ♣♦✉- ❝❤❛2✉❡ ♦♣1-❛$✐♦♥ ❡,$
❜♦-♥1 ♣❛- ✈❛❧❡✉-, ✐♥❢1-✐❡✉-❡ ❡$ ,✉♣1-✐❡✉-❡✳ ▲❛ ❜♦-♥❡ ,✉♣1-✐❡✉-❡ ♣❡✉$ ♣-❡♥❞-❡ ❞✐✛1-❡♥$❡,
✈❛❧❡✉-, ✿ ,♦✐$ ❡❧❧❡ ❡,$ 1❣❛❧❡ 4 ❧❛ ❜♦-♥❡ ✐♥❢1-✐❡✉-❡✱ ❝❡ 2✉✐ -❡✈✐❡♥$ 4 ✉♥ $❡♠♣, ✜①❡ ✿ ,♦✐$
❡❧❧❡ ❡,$ ,$-✐❝$❡♠❡♥$ ,✉♣1-✐❡✉-❡ 4 ❝❡$$❡ ❜♦-♥❡ ✐♥❢1-✐❡✉-❡✱ ❛✉2✉❡❧ ❝❛, ♦♥ ❡,$ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛,
❞✬✉♥❡ ❢❡♥?$-❡ ❞❡ $❡♠♣, 4 -❡,♣❡❝$❡- ,$-✐❝$❡♠❡♥$ ❀ ,♦✐$ ❡♥✜♥ ❡❧❧❡ ♣❡✉$ ♣-❡♥❞-❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉-
✐♥✜♥✐❡✱ ❝❡ 2✉✐ ,✐❣♥✐✜❡ 2✉❡ ❧❡ ♣-♦❞✉✐$ ♣❡✉$ ❛$$❡♥❞-❡ ,✉- ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❡♥❞❛♥$ ✉♥ $❡♠♣,
✐♥❞1$❡-♠✐♥1✳ ❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♥❡ ♣❡✉$ $-❛✐$❡- 2✉✬✉♥ ,❡✉❧ ❥♦❜ 4 ❧❛ ❢♦✐,✳ ❆ ❝❤❛2✉❡ -❡,,♦✉-❝❡
❞❡ $-❛✐$❡♠❡♥$ ❡,$ ❛,,♦❝✐1 ✉♥ ,$♦❝❦ ❛♠♦♥$ ❡$ ✉♥ ,$♦❝❦ ❛✈❛❧✱ ❞♦♥$ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐$1 ✈❛-✐❡ ❡♥$-❡
0 ❡$ +∞ ,✉✐✈❛♥$ ❧❡, ,②,$A♠❡,✳ ❯♥❡ ❝❛♣❛❝✐$1 ♥✉❧❧❡ ❡,$ -❡♣-1,❡♥$❛$✐✈❡ ❞✬✉♥ ♣-♦❜❧A♠❡ ,❛♥,
,$♦❝❦✳ ❯♥❡ ❝❛♣❛❝✐$1 ✐♥✜♥✐❡ ,✐❣♥✐✜❡ 2✉❡ ❧❡ ,$♦❝❦ ❞✐,♣♦,❡ $♦✉❥♦✉-, ❞✬✉♥ ♥♦♠❜-❡ ,✉✣,❛♥$
❞❡ ♣❧❛❝❡, ♣♦✉- ❛❜,♦-❜❡- ❧❛ ❝❤❛-❣❡✳ ▲♦-,2✉✬✉♥ $-❛✐$❡♠❡♥$ ❡,$ $❡-♠✐♥1✱ ❧❡ ❥♦❜ ❛,,♦❝✐1 ❞♦✐$
?$-❡ $-❛♥,♣♦-$1 4 ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ,✉✐✈❛♥$❡ ❞❛♥, ,❛ ❣❛♠♠❡ ♦♣1-❛$♦✐-❡✳ ❈❡$$❡ $O❝❤❡ ❡,$ -1❛❧✐,1❡
♣❛- ✉♥❡ -❡,,♦✉-❝❡ ❞❡ $-❛♥,♣♦-$✳ ▲❡, -❡,,♦✉-❝❡, ❞❡ $-❛♥,♣♦-$ ,♦♥$ ✐❞❡♥$✐2✉❡, ❡$ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥$
❞1♣❧❛❝❡- 2✉✬✉♥ ❥♦❜ 4 ❧❛ ❢♦✐, ✭❝❛♣❛❝✐$1 ✉♥✐$❛✐-❡✮✳ ❚♦✉, ❧❡, $❡♠♣, ❞❡ $-❛♥,♣♦-$ ❡♥ ❝❤❛-❣❡ ❡$ 4
✈✐❞❡ ,♦♥$ ✐♥❞1♣❡♥❞❛♥$, ❞❡, ❥♦❜0 ❡$ ❞❡ ❧❛ -❡,,♦✉-❝❡ ❞❡ $-❛♥,♣♦-$ ✉$✐❧✐,1❡✱ ♠❛✐, ❞1♣❡♥❞❛♥$,
❞❡, ♠❛❝❤✐♥❡, ✭❝✬❡,$ 4 ❞✐-❡ ❞❡, ♣♦✐♥$, ❞✬♦-✐❣✐♥❡ ❡$ ❞❡ ❞❡,$✐♥❛$✐♦♥ ❞❡, ♠♦✉✈❡♠❡♥$,✮✳
▲❡ ♣-♦❜❧A♠❡ 1$✉❞✐1 ❝♦♥,✐,$❡ 4 ♦-❞♦♥♥❛♥❝❡- ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, $O❝❤❡, ❞❡ $-❛✐$❡♠❡♥$ ❡$ ❞❡
$-❛♥,♣♦-$✳ ▲✬♦❜❥❡❝$✐❢ ♣-✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ♣-♦❜❧A♠❡ ❡,$ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐,❡- ❧❡ $❡♠♣, $♦$❛❧ ❞❡ -1❛❧✐,❛$✐♦♥
❞❡ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, $-❛✈❛✉①✱ ,♦✐$ ❧❡ ♠❛❦❡0♣❛♥✱ $♦✉$ ❡♥ -❡,♣❡❝$❛♥$ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ❝♦♥$-❛✐♥$❡, ✿
✕ ❞❡ ❣❛♠♠❡ ✭❝♦♥$-❛✐♥$❡, ❞❡ ♣-1❝1❞❡♥❝❡ ❝❧❛,,✐2✉❡, ♣♦✉- ❞❡, ❣❛♠♠❡, ❧✐♥1❛✐-❡,✮✱
✕ ❞❡ ❞✉-1❡, ♦♣1-❛$♦✐-❡, ❜♦-♥1❡,✱
✕ ❞❡ ❞✉-1❡, ❞❡ $-❛♥,♣♦-$ ✭♥♦♥ ♥1❣❧✐❣❡❛❜❧❡, ❞❡✈❛♥$ ❧❡, $❡♠♣, ♦♣1-❛$♦✐-❡,✮✱
✕ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐$1 ❞❡, -❡,,♦✉-❝❡, ❞❡ $-❛✐$❡♠❡♥$✱ ❞❡ $-❛♥,♣♦-$ ❡$ ❞❡ ,$♦❝❦❛❣❡✱
✕ ❞✬❛✛❡❝$❛$✐♦♥ ❞❡, -❡,,♦✉-❝❡,✱
✕ ❞❡ ♥♦♥ ♣-1❡♠♣$✐♦♥✳
R❛- ❛✐❧❧❡✉-,✱ ♥♦✉, ❝♦♥,✐❞1-♦♥, ♣♦✉- ♥♦$-❡ 1$✉❞❡ ❧❡, ❤②♣♦$❤A,❡, ,✉✐✈❛♥$❡, ✿
✕ ❧❡, ♣❛♥♥❡, ❞❡, -❡,,♦✉-❝❡, ,♦♥$ ✐❣♥♦-1❡, ❀
✕ $♦✉$❡, ❧❡, ♠❛❝❤✐♥❡, ,♦♥$ ❞✐,♣♦♥✐❜❧❡, 4 ❧❛ ❞❛$❡ ❞❡ -1❢1-❡♥❝❡ ③1-♦ ❀
✕ $♦✉, ❧❡, $-❛✈❛✉① ,♦♥$ ❞✐,♣♦♥✐❜❧❡, 4 ❧❛ ❞❛$❡ ③1-♦ ❀
✕ ❧❡, -✐,2✉❡, ❞❡ ❝♦❧❧✐,✐♦♥ ❡♥$-❡ ❧❡, -❡,,♦✉-❝❡, ❞❡ $-❛♥,♣♦-$ ♥❡ ,♦♥$ ♣❛, ❣1-1, ❀
✷✳✹✳ ❇✐❧❛♥ ✹✶
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*%❛✐*' ✭❋▼❙✱ ❘❈ ♦✉ ❆❚❙✮✳ ◆♦*♦♥. 6✉❡ ❝❡ *%❛✈❛✐❧ ❢❛✐* '❝❤♦ ? ❧✬✉♥❡ ❞❡. ♣%♦❜❧'♠❛*✐6✉❡.
? ❧✬♦%✐❣✐♥❡ ❞✉ ❣%♦✉♣❡ ❞❡ %❡❝❤❡%❝❤❡ ❡♥ ♦%❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥* ✧❇❡%♠✉❞❡. ✿ ❍❙I✴❋▼❙✴❋❙❍I ✿
.✐♠✐❧✐*✉❞❡.✱ ❞✐✈❡%❣❡♥❝❡.✱ *②♣♦❧♦❣✐❡.✱ ♥♦*❛*✐♦♥.✧ ✭●❞❘ ▼❆❈❙ ❡* ●❞❘ ❘❖✮✳ ▲❡ ❞'✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥* ❞❡ ❝❡. ♠'*❤♦❞❡. ❢❛✐* ❧✬♦❜❥❡* ❞❡. ❝❤❛♣✐*%❡. ✹ ❡* ✺✳ ❆✉ ♣%'❛❧❛❜❧❡✱ ♥♦✉. ♣%'.❡♥*♦♥. ❛✉
❝❤❛♣✐*%❡ .✉✐✈❛♥* ❞❡✉① ♠♦❞'❧✐.❛*✐♦♥. ❞✉ ♣%♦❜❧7♠❡ ❣'♥'%✐6✉❡ ●❋❏❙❙I✳
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❉♦♥♥#❡%
❏♦❜#
J ✿ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ &(❛✈❛✉①✴❥♦❜6 K &(❛✐&❡(
n ✿ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ &(❛✈❛✉① ❞❛♥# J
Ji ✿ &(❛✈❛✐❧ i ✭i ∈ [1, n]✮
Oi ✿ ♥♦♠❜(❡ ❞✬♦♣3(❛&✐♦♥# ❞❡ Ji ✭i ∈ [1, n]✮
O ✿ ♥♦♠❜(❡ &♦&❛❧ ❞✬♦♣3(❛&✐♦♥#✱ O =
∑n
i=1Oi
OPij ✿ j0♠❡ ♦♣3(❛&✐♦♥ ❞❡ Ji ✭j ∈ [1, Oi], i ∈ [1, n]✮
✹✸
✹✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ▼♦❞-❧❡/ ♣♦✉& ❧❡ ●❡♥❡&❛❧ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❏♦❜ ❙❤♦♣ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ :&♦❜❧❡♠
P−ij ✿ ❞✉$%❡ ❞❡ '$❛✐'❡♠❡♥' ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ OPij
P+ij ✿ ❞✉$%❡ ❞❡ '$❛✐'❡♠❡♥' ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ OPij
di ✿ ❞❛'❡ ❞❡ ✜♥ ❛✉ ♣❧✉1 '❛$❞ ❞❡ Ji ✭❞✉❡ ❞❛%❡✮✳
ri ✿ ❞❛'❡ ❞❡ ❞✐1♣♦♥✐❜✐❧✐'% ❞✉ Ji ✭❞❛'❡ ❞❡ ❞%❜✉' ❛✉ ♣❧✉1 '6'✱ &❡❧❡❛/❡ ❞❛%❡✮✳
U ijj′ ✿ ❂ ✶✱ 1✐ OPij ❞♦✐' :'$❡ $%❛❧✐1%❡ ❛✈❛♥' OPij′ ✱ ❞♦♥❝ 1✐ j < j
′
❂ ✵✱ 1✐♥♦♥✳
❝❡1 ♣❛$❛♠>'$❡1 ❡①♣$✐♠❡♥' ❧❡1 ❝♦♥'$❛✐♥'❡1 ❞❡ ♣$%❝%❞❡♥❝❡ ❡♥'$❡ ❞❡✉① ♦♣%$❛'✐♦♥1
❞✬✉♥ ♠:♠❡ '$❛✈❛✐❧ Ji
❚$❛✐'❡♠❡♥'
M ✿ ❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡1 $❡11♦✉$❝❡1 ❞❡ '$❛✐'❡♠❡♥' ✭♠❛❝❤✐♥❡1✮✳
■❧ ✐♥❝❧✉' ❧❡1 ♣♦1'❡1 ❞❡ ❝❤❛$❣❡♠❡♥' ❡' ❞%❝❤❛$❣❡♠❡♥'✱ 1✬✐❧1 ❡①✐1'❡♥'
m ✿ ♥♦♠❜$❡ '♦'❛❧ ❞❡ $❡11♦✉$❝❡1 ❞❡ '$❛✐'❡♠❡♥'
Mk ✿ $❡11♦✉$❝❡ ❞❡ '$❛✐'❡♠❡♥' k ✭k ∈ [1,m]✮
MPij ✿ ❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡1 $❡11♦✉$❝❡1 ❞❡ '$❛✐'❡♠❡♥' D✉✐ ♣❡✉✈❡♥' $%❛❧✐1❡$
OPij ✭i ∈ [1, n], j ∈ [1, Oi]✮
❚$❛♥1♣♦$'
R ✿ ❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡1 $❡11♦✉$❝❡1 ❞❡ '$❛♥1♣♦$'
r ✿ ♥♦♠❜$❡ '♦'❛❧ ❞❡ $❡11♦✉$❝❡1 ❞❡ '$❛♥1♣♦$'
Rh ✿ $❡11♦✉$❝❡ ❞❡ '$❛♥1♣♦$' h ✭h ∈ [1, r]✮✳
TPij ✿ 'E❝❤❡ ❞❡ '$❛♥1♣♦$' ❡♥'$❡ OPij ❡' OPij+1 ✭i ∈ [1, n], j ∈ [1, Oi − 1]✮✳
TRij ✿ ❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡1 $❡11♦✉$❝❡1 ❞❡ '$❛♥1♣♦$' D✉✐ ♣❡✉✈❡♥' '$❛♥1♣♦$'❡$ TPij
σkl ✿ ❞✉$%❡ ❞❡ ❞%♣❧❛❝❡♠❡♥' F ✈✐❞❡ ❡♥'$❡ ❧❡1 ♠❛❝❤✐♥❡1 Mk ❡' Ml✱ k, l ∈ [1,m]✳
τkl ✿ ❞✉$%❡ ❞❡ '$❛♥1♣♦$' ❡♥ ❝❤❛$❣❡ ❡♥'$❡ ❧❡1 $❡11♦✉$❝❡1 Mk ❡' Ml✱ k, l ∈ [1,m]✳
T−ij ✿ ❞✉$%❡ ❞❡ '$❛♥1♣♦$' ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ $%❛❧✐1❡$ TPij ✭i ∈ [1, n], j ∈ [1, Oi − 1]✮
= τkl/PJijk = 1, PJij+1l = 1
T+ij ✿ ❞✉$%❡ ❞❡ '$❛♥1♣♦$' ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ $%❛❧✐1❡$ TPij ✭i ∈ [1, n], j ∈ [1, Oi − 1]✮
❙'♦❝❦❛❣❡
S ✿ ❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡1 ♣❧❛❝❡1 ❞❡ 1'♦❝❦❛❣❡
USTij ✿ 'E❝❤❡ ❞❡ 1'♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ❛♠♦♥' ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡✛❡❝'✉❛♥' ❧❛ 'E❝❤❡ OPij✱
i ∈ [1..n], j ∈ [1, Oi]
DSTij ✿ 'E❝❤❡ ❞❡ 1'♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡✛❡❝'✉❛♥' ❧❛ 'E❝❤❡ OPij✱
i ∈ [1..n], j ∈ [1, Oi]
US−ij ✿ ❞✉$%❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ USTij
US+ij ✿ ❞✉$%❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ USTij
DS−ij ✿ ❞✉$%❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ DSTij
DS+ij ✿ ❞✉$%❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ DSTij
✸✳✷✳ ◆♦%❛%✐♦♥ ✹✺
❱❛"✐❛❜❧❡'
ci ✿ ❞❛%❡ ❞❡ '(❛❧✐+❛%✐♦♥ ❞❡ Ji
p−ij ✿ ❞❛%❡ ❛✉ ♣❧✉+ %0% ♣♦✉' ❝♦♠♠❡♥❝❡' OPij ✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi]✮
p+ij ✿ ❞❛%❡ ❛✉ ♣❧✉+ %❛'❞ ♣♦✉' ❝♦♠♠❡♥❝❡' OPij✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi]✮
pij ✿ ❞❛%❡ '(❡❧❧❡ ❞❡ ❞(❜✉% ❞❡ OPij✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi]✮
Pij ✿ ❞✉'(❡ '(❡❧❧❡ ♣♦✉' %'❛✐%❡' OPij✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi]✮
PJijk ✿ ❂ ✶✱ +✐ OPij ❡+% ❡✛❡❝%✉(❡ ♣❛' Mk✱ Mk ∈MPij
❂ ✵✱ +✐♥♦♥✳
Y Piji′j′k ✿ ❂ ✶✱ +✐ OPij ❡+% ❡✛❡❝%✉(❡ ❛✈❛♥% OPi′j′ +✉' Mk ✭PJijk = 1 PJi′j′k = 1✮ ❀
❂ ✵✱ +✐♥♦♥✳
t−ij ✿ ❞❛%❡ ❛✉ ♣❧✉+ %0% ♣♦✉' ❝♦♠♠❡♥❝❡' TPij ✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi − 1]✮
t+ij ✿ ❞❛%❡ ❛✉ ♣❧✉+ %❛'❞ ♣♦✉' ❝♦♠♠❡♥❝❡' TPij ✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi − 1]✮
tij ✿ ❞❛%❡ '(❡❧❧❡ ❞❡ ❞(❜✉% ❞✉ %'❛♥+♣♦'% TPij ✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi − 1]✮
Tij ✿ ❞✉'(❡ '(❡❧❧❡ ❞✉ %'❛♥+♣♦'% TPij ✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi − 1]✮
TJijh ✿ ❂ ✶✱ +✐ TPij ❡+% ❡✛❡❝%✉(❡ ♣❛' Rh ✭h ∈ [1, r]✮ ❀
❂ ✵✱ +✐♥♦♥✳
Y Tiji′j′h ✿ ❂ ✶✱ +✐ TPij ❡+% ❡✛❡❝%✉(❡ ❛✈❛♥% TPi′j′ +✉' Rh ✭TJijh = 1✱ TJi′j′h=1✮ ❀
❂ ✵✱ +✐♥♦♥✳
W−k ✿ ❞✉'(❡ ❞✬❛%%❡♥%❡ %♦%❛❧❡ +✉' ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥% ❞❡ +%♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ❛♠♦♥% Mk✳
W+k ✿ ❞✉'(❡ ❞✬❛%%❡♥%❡ %♦%❛❧❡ +✉' ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥% ❞❡ +%♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ❛✈❛❧ Mk✳
us−ij ✿ ❞❛%❡ ❛✉ ♣❧✉+ %0% ❞❡ USTij ✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi]✮
us+ij ✿ ❞❛%❡ ❛✉ ♣❧✉+ %❛'❞ ❞❡ USTij ✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi]✮
usij ✿ ❞❛%❡ '(❡❧❧❡ ❞❡ USTij ✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi]✮
USij ✿ ❞✉'(❡ '(❡❧❧❡ ❞❡ USTij ✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi]✮
ds−ij ✿ ❞❛%❡ ❛✉ ♣❧✉+ %0% ❞❡ DSTij ✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi]✮
ds+ij ✿ ❞❛%❡ ❛✉ ♣❧✉+ %❛'❞ ❞❡ DSTij ✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi]✮
dsij ✿ ❞❛%❡ '(❡❧❧❡ ❞❡ DSTij ✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi]✮
DSij ✿ ❞✉'(❡ '(❡❧❧❡ ❞❡ DSTij ✭i ∈ [1, n]✱ j ∈ [1, Oi]✮
▲❡+ %❡♠♣+ ❞❡ %'❛✐%❡♠❡♥% +♦♥% ❜♦'♥(+ ❡% ♥♦♥ ✜①❡+✱ ❝❡ D✉✐ ♥❡ ♥♦✉+ ♣❡'♠❡% ♣❛+ ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡' ❞✐'❡❝%❡♠❡♥% ❧❡+ ❞❛%❡+ '(❡❧❧❡+ ❞❡ ❞(❜✉% ❡% ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛D✉❡ %F❝❤❡ ❞❡ %'❛✐%❡♠❡♥% ❡%
❞❡ %'❛♥+♣♦'%✳ ■❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠H♠❡ ♣♦✉' ❧❡+ %❡♠♣+ ❞✬❛%%❡♥%❡ ❛✉① ♣❧❛❝❡+ ❞❡ +%♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ❛♠♦♥%
♦✉ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❝❤❛D✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ I♦✉' ❝❡%%❡ '❛✐+♦♥✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ✐♥%'♦❞✉✐% ❞❛♥+ ❧❛ ♥♦%❛%✐♦♥
❞❡+ ❞❛%❡+ ❞❡ ❞(❜✉% ❛✉ ♣❧✉+ %0% ❡% ❛✉ ♣❧✉+ %❛'❞ ♣♦✉' ❝❤❛D✉❡ %F❝❤❡✱ D✉❡ ♥♦✉+ ✉%✐❧✐+❡'♦♥+
✉❧%('✐❡✉'❡♠❡♥%✳
❉❛♥+ ❧❡ ♠♦❞K❧❡ ♠❛%❤(♠❛%✐D✉❡ D✉✐ +✉✐%✱ ♥♦✉+ +✉♣♣♦+♦♥+ D✉❡ ♥✬✐♠♣♦'%❡ D✉❡❧❧❡ '❡++♦✉'❝❡
❞❡ %'❛♥+♣♦'% ♣❡✉% '(❛❧✐+❡' ♥✬✐♠♣♦'%❡ D✉❡❧❧❡ %F❝❤❡ ❞❡ %'❛♥+♣♦'%✳ ❉♦♥❝ TRij = R ✭i ∈
[1, n], j ∈ [1, Oi− 1]✮✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ❧❛ ❞❛%❡ ❞✬(❝❤(❛♥❝❡ ❡+% +✉♣♣♦+(❡ H%'❡ ❧❛ ♠H♠❡ ♣♦✉' %♦✉+ ❧❡+
%'❛✈❛✉① di = d ✭i ∈ [1, n]✮✳
✹✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ▼♦❞-❧❡/ ♣♦✉& ❧❡ ●❡♥❡&❛❧ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❏♦❜ ❙❤♦♣ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ :&♦❜❧❡♠
✸✳✸ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ♠❛*❤%♠❛*✐.✉❡
◆♦✉% ❞♦♥♥♦♥% ✐❝✐ ✉♥❡ ❢♦,♠✉❧❛0✐♦♥ ♠❛0❤2♠❛0✐3✉❡ ❞❡ ♥♦0,❡ ♣,♦❜❧6♠❡ ❣2♥2,✐3✉❡ ●❋❏❙❙<✱
❛✐♥%✐ 3✉✬✉♥❡ 2✈❛❧✉❛0✐♦♥ ❞❡ %❛ ❝♦♠♣❧❡①✐02 ❡♥ 0❡,♠❡% ❞❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ✈❛,✐❛❜❧❡% ❡0 ❞❡ ❝♦♥✲
0,❛✐♥0❡%✳ ▲❡ ♣,♦❜❧6♠❡ ❡%0 ✐❝✐ 0,❛❞✉✐0 %♦✉% ❢♦,♠❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞6❧❡ ❜✐✲♦❜❥❡❝0✐❢✳
❯♥ ❞❡% ♦❜❥❡❝0✐❢%✱ %♦✉✈❡♥0 ,❡♥❝♦♥0,2% ❞❛♥% ❧❡% ♣,♦❜❧6♠❡% ❞✬♦,❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥0 ❞❡ ❝❡%
❞✐✛2,❡♥0% 0②♣❡% ❞✬❛0❡❧✐❡,%✱ ❡%0 ❧❛ ♠✐♥✐♠✐%❛0✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡/♣❛♥ Cmax✳ ❖, ❞❛♥% ♥♦0,❡ ❝❛%✱ ✉♥
♦❜❥❡❝0✐❢ %✉♣♣❧2♠❡♥0❛✐,❡ ♥♦✉% ❛ %❡♠❜❧2 ✐♠♣♦,0❛♥0 I ♣,❡♥❞,❡ ❡♥ ❝♦♠♣0❡✱ ❝❛, ✐❧ ♣❡,♠❡0 ❞❡
,2❛❧✐%❡, ✉♥❡ ❞✐❝❤♦0♦♠✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♣,♦❜❧6♠❡% 0,❛✐02%✳ ■❧ %✬❛❣✐0 ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐%❛0✐♦♥
❞✉ 0❡♠♣% ❞❡ %0♦❝❦❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡0✱ ❧❡ %0♦❝❦❛❣❡ ❡%0 ❛✉0♦,✐%2 %✉, ❝❡,0❛✐♥% %②%06♠❡%✱ ❛❧♦,% 3✉✬✐❧
❡%0 %0,✐❝0❡♠❡♥0 ✐♥0❡,❞✐0 ♣♦✉, ❞✬❛✉0,❡%✳ ◆♦✉% ❝♦♥%✐❞6,❡,♦♥% ❞♦♥❝ ❝❡% ❞❡✉① ♦❜❥❡❝0✐❢%✱ 3✉✐
%♦♥0 ❡①♣,✐♠2% ❝♦♠♠❡ %✉✐0 ✿
▼❛❦❡$♣❛♥ ✿
Cmax = maxi∈[1,n]{ci} ✭✸✳✶✮
♦R













♦R ∀i ∈ [1, n]✱ ∀j ∈ [2, Oi]✱ USij = pij − tij−1 − Tij−1✱ ∀i ∈ [1, n]✱ ∀j ∈ [1, Oi − 1]✱
DSij = tij − pij − Pij
◆♦0,❡ ♦❜❥❡❝0✐❢ ❡%0 ❞✬♦,❞♦♥♥❛♥❝❡, 0♦✉0❡% ❧❡% 0T❝❤❡% ❞❡ 0,❛✐0❡♠❡♥0 ❡0 ❞❡ 0,❛♥%♣♦,0 ❛✜♥
❞❡ ♠✐♥✐♠✐%❡, I ❧❛ ❢♦✐% Cmax ❡0 Stor✱ 0♦✉0 ❡♥ ,❡%♣❡❝0❛♥0 ❧❡% ❝♦♥0,❛✐♥0❡% %✉✐✈❛♥0❡% ✿
✕ ❈♦♥0,❛✐♥0❡% ❞❡ ♣,2❝2❞❡♥❝❡ ❡♥0,❡ ❞❡✉① 0T❝❤❡% ❞❡ 0,❛✐0❡♠❡♥0 ❞✬✉♥ ♠X♠❡ 0,❛✈❛✐❧ ✿
∀i ∈ [1, n]✱ ∀j, j′ ∈ [1, Oi], j 6= j
′/U ijj′ = 1
pij + Pij ≤ pij′ ✭✸✳✹✮
✕ ❈❤❛3✉❡ 0T❝❤❡ ❞❡ 0,❛✐0❡♠❡♥0 ♣❡✉0 X0,❡ ❛00,✐❜✉2❡ I ✉♥❡ %❡✉❧❡ ,❡%%♦✉,❝❡ ❞❡ 0,❛✐0❡♠❡♥0 ✿
∀i ∈ [1, n]✱ ∀j ∈ [1, Oi]✱ ∑
k∈MPij
PJijk = 1 ✭✸✳✺✮
✕ ❈❤❛3✉❡ 0T❝❤❡ ❞❡ 0,❛♥%♣♦,0 ♣❡✉0 X0,❡ ❛00,✐❜✉2❡ I ✉♥❡ %❡✉❧❡ ,❡%%♦✉,❝❡ ❞❡ 0,❛♥%♣♦,0 ✿
∀i ∈ [1, n]✱ ∀j ∈ [1, Oi − 1]✱ ∑
h∈[1,r]
TJijh = 1 ✭✸✳✻✮
✕ ❈♦♥0,❛✐♥0❡% ❞❡ ❝❛♣❛❝✐02 ♣♦✉, ❝❤❛3✉❡ ,❡%%♦✉,❝❡ ❞❡ 0,❛✐0❡♠❡♥0 ✿
∀i, i′ ∈ [1, n]✱ ∀j ∈ [1, Oi]✱ ∀j
′ ∈ [1, Oi′ ]✱ ∀k ∈ MPij
⋂
MPi′j′ ✱ ❡0 Mn ❡%0 ✉♥ 0,6%
✸✳✸✳ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥ ♠❛*❤%♠❛*✐.✉❡ ✹✼
❣#❛♥❞ ♥♦♠❜#❡ ✿
pij + Pij ≤ pi′j′ + (1− Y Piji′j′k)×Mn ✭✸✳✼✮
pi′j′ + Pi′j′ 6 pij + (Y Piji′j′k + 1− PJijk)×Mn ✭✸✳✽✮
✕ ❘❡❧❛4✐♦♥6 ❡♥4#❡ ❧❡6 ❞✉#8❡6 ♠✐♥✐♠❛❧❡6✱ ♠❛①✐♠❛❧❡6 ❡4 ❧❡6 ❞✉#8❡6 #8❡❧❧❡6 ✿
∀i ∈ [1, n], j ∈ [1, Oi]
P−ij ≤ Pij ≤ P
+
ij ✭✸✳✾✮
US−ij ≤ USij ≤ US
+
ij ✭✸✳✶✵✮
DS−ij ≤ DSij ≤ DS
+
ij ✭✸✳✶✶✮
∀i ∈ [1, n], j ∈ [1, Oi − 1]
T−ij ≤ Tij ≤ T
+
ij ✭✸✳✶✷✮
✕ ❈♦♥4#❛✐♥4❡6 ❞❡ ❝❛♣❛❝✐48 ♣♦✉# ❝❤❛C✉❡ #❡66♦✉#❝❡ ❞❡ 4#❛♥6♣♦#4 ✿
∀i, i′ ∈ [1, n]✱ ∀j ∈ [1, Oi − 1]✱ ∀j
′ ∈ [1, Oi′ − 1]✱ ∀h ∈ TRij
⋂
TRi′j′ ✱ ∀k, k1, k
′, k′1 ∈
[1,m]✱ PJijk = 1, PJij+1k1 = 1, PJi′j′k′ = 1, PJi′j′+1k′1 = 1✱ ❡4 Mn ❡64 ✉♥ ♥♦♠❜#❡
❛66❡③ ❣#❛♥❞ ✿
tij + Tij + σk1k′ ≤ ti′j′ + (1− Y Tiji′j′h)×Mn ✭✸✳✶✸✮
ti′j′ + Ti′j′ + σk′
1
k ≤ tij + (Y Tiji′j′h + 1− TJijh)×Mn ✭✸✳✶✹✮
✕ ❈♦♥4#❛✐♥4❡6 ❞❡ ❞8♣❧❛❝❡♠❡♥4 ✭✉♥❡ #❡66♦✉#❝❡ ❞❡ 4#❛♥6♣♦#4 ❞♦✐4 ❛✈♦✐# 6✉✣6❛♠♠❡♥4 ❞❡
4❡♠♣6 ♣♦✉# ❞8♣❧❛❝❡# ✉♥ 4#❛✈❛✐❧ ❡♥4#❡ ❞❡✉① ♦♣8#❛4✐♦♥6 6✉❝❝❡66✐✈❡6✮ ✿
∀i ∈ [1, n]✱ ∀j ∈ [1, Oi − 1]✱
pij + Pij +DSij = tij ✭✸✳✶✺✮
tij + Tij + USij+1 = pij+1 ✭✸✳✶✻✮
■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝♦♥4#❛✐♥4❡ 6✉♣♣❧8♠❡♥4❛✐#❡ ♣♦✉# ❧❡6 6②64K♠❡6 C✉✐ ♥✬♦♥4 ♣❛6 ❞❡ 64♦❝❦❛❣❡ ✭♣❛#
❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❛4❡❧✐❡# ❞❡ 4#❛✐4❡♠❡♥4 ❞❡ 6✉#❢❛❝❡✱ ❝❤❛O♥❡ ❞✬❛♣♣#♦✈✐6✐♦♥♥❡♠❡♥4 ❛❧✐♠❡♥4❛✐#❡✱ ❡4❝✳✮ ✿
❡♥ ❡✛❡4✱ ❞❛♥6 ❝❡ ❝❛6✱ ✉♥❡ #❡66♦✉#❝❡ ❞❡ 4#❛♥6♣♦#4 ♥❡ ♣❡✉4 ❛♠❡♥❡# ✉♥ ♣#♦❞✉✐4 6✉# ✉♥❡
#❡66♦✉#❝❡ ❡♥❝♦#❡ ♦❝❝✉♣8❡✳ ■❧ ❢❛✉4 ❞✬❛❜♦#❞ ❞8❝❤❛#❣❡# ❝❡44❡ ❞❡#♥✐K#❡ ♣❛# ✉♥❡ #❡66♦✉#❝❡ ❞❡
4#❛♥6♣♦#4✱ C✉✐ ❞♦✐4 ❞♦♥❝ Q4#❡ ❞✐6♣♦♥✐❜❧❡✳ ❉❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ♠♦♥♦ #♦❜♦4✱ ❝✬❡64 ✐♠♣♦66✐❜❧❡ ❝❛# ❧❛
♠Q♠❡ #❡66♦✉#❝❡ ❞❡ 4#❛♥6♣♦#4 ♥❡ ♣❡✉4 ❛♠❡♥❡# ✉♥ ♣#♦❞✉✐4 ❡4 ❡♥ ❞8❝❤❛#❣❡# ✉♥ ❛✉4#❡ ✭6❛✉❢
❞❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ❞❡ #❡66♦✉#❝❡6 6♣8❝✐❛❧❡6✱ ♣❛# ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ #♦❜♦4 ❛✈❡❝ ❞♦✉❜❧❡ ♣#8❤❡♥6❡✉#✮✳ ❉❛♥6
❧❡ ❝❛6 ♠✉❧4✐✲#♦❜♦46✱ ✈✉ ❧✬❡♥❝♦♠❜#❡♠❡♥4 ❞❡ ❝❡6 ❞❡#♥✐❡#6✱ ✐❧ ❢❛✉4 ❧❛✐66❡# ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❛✉ #♦❜♦4
✹✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ▼♦❞-❧❡/ ♣♦✉& ❧❡ ●❡♥❡&❛❧ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❏♦❜ ❙❤♦♣ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ :&♦❜❧❡♠
"✉✐ ❞&❝❤❛*❣❡✱ ❛✈❛♥0 "✉✬✉♥ ❛✉0*❡ ❛♠3♥❡ ❧❛ ♣✐3❝❡ 6✉✐✈❛♥0❡✱ ❞✬♦8 ✉♥ ❧&❣❡* ❧❛♣6 ❞❡ 0❡♠♣6✳
❈❡00❡ ❝♦♥0*❛✐♥0❡ 6❡ 0*❛❞✉✐0 ♣❛* ❧❛ ❝♦♥❞✐0✐♦♥ 6✉✐✈❛♥0❡✱ ❧❡ 0❡♠♣6 ❞❡ ❞&♣❧❛❝❡♠❡♥0 ; ✈✐❞❡ ♥❡
♣❡✉0 <0*❡ &❣❛❧ ; ③&*♦ ❡♥0*❡ ❞❡✉① 0?❝❤❡6 ❞❡ 0*❛♥6♣♦*0 6✉❝❝❡66✐✈❡6 "✉✐ ♥❡ 6♦♥0 ♣❛6 ❞✉ ♠<♠❡




❈❡ ♠♦❞3❧❡ ❛ ❧❛ ❢♦*♠❡ ❞✬✉♥ ♣*♦❣*❛♠♠❡ ❧✐♥&❛✐*❡ ♠✐①0❡✳ ❚♦✉0❡❢♦✐6✱ 6♦♥ ✐♠♣❧&♠❡♥0❛0✐♦♥
❞❛♥6 ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ 0②♣❡ ❈G▲❊❳ *❡"✉✐❡*0 ❧✬✐♥0*♦❞✉❝0✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡6 6✉♣♣❧&♠❡♥0❛✐*❡6 6✉* ❝❡*✲
0❛✐♥❡6 ✈❛*✐❛❜❧❡6✳ ❈❡❧❛ ❡60 ❞L ❛✉ ♣*♦❜❧3♠❡ ❞✬❛✛❡❝0❛0✐♦♥✳ G❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❧✐& ❛✉①
♠❛❝❤✐♥❡6 ✭*❡6♣❡❝0✐✈❡♠❡♥0 ❛✉① *♦❜♦06✮ ❞♦✐0 <0*❡ ❛❥♦✉0& ❛✉① ✈❛*✐❛❜❧❡6 ❧✐&❡6 ❛✉① 0?❝❤❡6 ❞❡
0*❛✐0❡♠❡♥0 ✭*❡6♣❡❝0✐✈❡♠❡♥0 ❛✉① 0?❝❤❡6 ❞❡ 0*❛♥6♣♦*0✮✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦*♠✉❧❛0✐♦♥ *&6✉❧0❛♥0❡
♥✬❛♣♣♦*0❡ ♣❛6 ❞✬✐♥❢♦*♠❛0✐♦♥ ❝♦♠♣❧&♠❡♥0❛✐*❡ ; ❧❛ ❝♦♠♣*&❤❡♥6✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞3❧❡✱ ♠❛✐6 ❛✉❣✲
♠❡♥0❡ ❞❡ ♠❛♥✐3*❡ 6✐❣♥✐✜❝❛0✐✈❡ 6❛ ❝♦♠♣❧❡①✐0& ❡♥ 0❡*♠❡6 ❞❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ✈❛*✐❛❜❧❡6 ❡0 ❞❡
❝♦♥0*❛✐♥0❡6✳ ❈❡00❡ ❢♦*♠✉❧❛0✐♦♥ ♣❡✉0 <0*❡ 0*♦✉✈&❡ ; ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳
▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐0& ❞✉ ♠♦❞3❧❡ ❞&♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ✈❛*✐❛❜❧❡6 ❡0 ❞✉ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❝♦♥0*❛✐♥0❡6
❝♦♥❝❡*♥&❡6✳ ▲❡ ♥♦♠❜*❡ 0♦0❛❧ ❞❡ ✈❛*✐❛❜❧❡6 ❞✉ ♠♦❞3❧❡ ❞❛♥6 6❛ ❢♦*♠❡ ✐♥✐0✐❛❧❡ ♣*&6❡♥0&❡ ❝✐✲
❞❡66✉6 ❡60 ✿
(r +m)×O2 + (16 +m+ r − 2× r × n)×O + r × n2 − r × n+ 2×m− 3× n✳
▲❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❝❤❛"✉❡ 0②♣❡ ❞❡ ❝♦♥0*❛✐♥0❡6 ❡60 ✿
✕ ♣♦✉* ❧✬❊"✳ ✸✳✹ ✿
∑
i=[1..n]Oi × (Oi − 1)
✕ ♣♦✉* ❧✬❊"✳ ✸✳✺ ✿ O
✕ ♣♦✉* ❧✬❊"✳ ✸✳✻ ✿ (O − n)
✕ ♣♦✉* ❧✬❊"✳ ✸✳✼ ✿ O2 ×m
✕ ♣♦✉* ❧✬❊"✳ ✸✳✽ ✿ O2 ×m
✕ ♣♦✉* ❧✬❊"✳ ✸✳✾ ✿ O
✕ ♣♦✉* ❧✬❊"✳ ✸✳✶✵ ✿ O
✕ ♣♦✉* ❧✬❊"✳ ✸✳✶✶ ✿ O
✕ ♣♦✉* ❧✬❊"✳ ✸✳✶✷ ✿ O − n
✕ ♣♦✉* ❧✬❊"✳ ✸✳✶✸ ✿ (O − n)2 × r
✕ ♣♦✉* ❧✬❊"✳ ✸✳✶✹ ✿ (O − n)2 × r
✕ ♣♦✉* ❧✬❊"✳ ✸✳✶✺ ✿ O − n
✕ ♣♦✉* ❧✬❊"✳ ✸✳✶✻ ✿ O − n
▲❡ ♥♦♠❜*❡ 0♦0❛❧ ❞❡ ❝♦♥0*❛✐♥0❡6 ❡60 ✿∑
i=[1..n]Oi × (Oi − 1) + 2(m+ r)×O
2 + 4(2− nr)×O + 2r × n2 − 4n✳
▲❡ 0❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ❞♦♥♥❡ "✉❡❧"✉❡6 ❡①❡♠♣❧❡6 ♥✉♠&*✐"✉❡6 ♣♦✉* ❞✐✈❡*6❡6 0❛✐❧❧❡6 ❞✬✐♥60❛♥❝❡6
❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛*❦6 ❞❡ ❧❛ ❧✐00&*❛0✉*❡ "✉❡ ♥♦✉6 ❛✈♦♥6 *&6♦❧✉6 ❞❛♥6 ❧❡6 ❝❤❛♣✐0*❡6 6✉✐✈❛♥06✳ ▲❡6
✈❛❧❡✉*6 ♦❜0❡♥✉❡6 ♣❡✉✈❡♥0 <0*❡ ❝♦♥6✐❞&*&❡6 ❝♦♠♠❡ 6✐❣♥✐✜❝❛0✐✈❡6✳ ❊❧❧❡ ❝♦**❡6♣♦♥❞❡♥0 ; ❞❡6
♣*♦❜❧3♠❡6 6❛♥6 ❛✛❡❝0❛0✐♦♥✱ ❡0 ; ❞❡6 ❜♦*♥❡6 ✐♥❢&*✐❡✉*❡6 ♣♦✉* ❧❡6 ♣*♦❜❧3♠❡6 ❛✈❡❝ ❛✛❡❝0❛0✐♦♥✳
✸✳✹✳ ▼♦❞&❧❡ ❣*❛♣❤✐/✉❡ ✹✾
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❈♦♠♣❧❡①✐./ ❞✉ ♠♦❞2❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ .❛✐❧❧❡ ❞❡7 ✐♥7.❛♥❝❡7
♥♦♠❜$❡ ♥♦♠❜$❡ ♥♦♠❜$❡ ♥♦♠❜$❡ ♥❜✳ ♠♦②❡♥ ♥♦♠❜$❡ ❞❡
❞✬♦♣+$❛-✐♦♥/
❥♦❜/ n ♠❛❝❤✐♥❡/ m $♦❜♦-/ r ♦♣+$❛-✐♦♥/ O ♣❛$ ❥♦❜ Oi ✈❛$✐❛❜❧❡/ ❝♦♥-$❛✐♥-❡/
✽ ✺ ✷ ✷✹ ✸ ✸ ✾✶✹ ✻ ✾✾✷
✺ ✺ ✷ ✷✺ ✺ ✹ ✹✽✺ ✽ ✶✸✵
✽ ✶✵ ✷ ✷✹ ✸ ✻ ✾✷✹ ✶✷ ✼✺✷
✻ ✻ ✶ ✸✻ ✻ ✾ ✹✾✷ ✶✼ ✼✾✻
✺ ✶✵ ✶ ✺✵ ✶✵ ✷✽ ✸✼✺ ✺✹ ✽✽✵
✺ ✶✵ ✷ ✺✵ ✶✵ ✸✵ ✹✹✺ ✺✽ ✾✸✵
✷✶ ✺ ✶ ✶✵✺ ✺ ✻✹ ✹✶✼ ✶✷✺ ✺✸✽
✷✶ ✺ ✷ ✶✵✺ ✺ ✼✶ ✺✺✼ ✶✸✾ ✻✺✵
✷✶ ✶✵ ✶ ✷✶✵ ✶✵ ✹✽✷ ✸✷✼ ✾✺✻ ✾✷✽
✷✶ ✶✵ ✷ ✷✶✵ ✶✵ ✺✶✽ ✷✸✼ ✶ ✵✷✽ ✸✼✵
✹✵ ✶✽ ✶ ✷✾✵ ✭✷✽✵✮ ✼ ✶ ✺✽✻ ✸✷✻ ✸ ✶✺✻ ✹✹✵
✸✳✹ ▼♦❞&❧❡ ❣*❛♣❤✐/✉❡
✸✳✹✳✶ ●%❛♣❤❡ ❞✐,❥♦♥❝1✐❢
▲❛ 9❡♣9/7❡♥.❛.✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣9♦❜❧2♠❡ ❞✬♦9❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥. 7♦✉7 ❢♦9♠❡ ❞❡ ❣9❛♣❤❡ ❢♦✉9♥✐. ✉♥❡
❜♦♥♥❡ ✈✐7✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♣9♦❜❧2♠❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡9♠❡. ♥♦.❛♠♠❡♥. ❞✬✐♥./❣9❡9 ❧❡7 9❡❧❛.✐♦♥7 ❡♥.9❡ ❧❡7
.@❝❤❡7 ❡. ❞✬♦❜.❡♥✐9 ❞✐✈❡97❡7 ✐♥❢♦9♠❛.✐♦♥7 .❡♠♣♦9❡❧❧❡7✳ ❯♥ ♣9♦❜❧2♠❡ ❞✬♦9❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥. ❞❡
.②♣❡ ❥♦❜ 7❤♦♣ ❡7. 7♦✉✈❡♥. ♠♦❞/❧✐7/ ♣❛9 ✉♥ ❣9❛♣❤❡ ❞✐7❥♦♥❝.✐❢ G = N ∪ C ∪D✳ ❉❡ ♠❛♥✐29❡
❣/♥/9❛❧❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♥.✐❡♥. ✉♥ ❡♥7❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥G✉❞7 N ✱ ✉♥ ❡♥7❡♠❜❧❡ ❞✬❛9❝7 ❝♦♥❥♦♥❝.✐❢7 C ❡.
✉♥ ❡♥7❡♠❜❧❡ ❞✬❛9❝7 ❞✐7❥♦♥❝.✐❢7 D✳ ▲❡7 ♥G✉❞7 9❡♣9/7❡♥.❡♥. ❧❡7 .@❝❤❡7✱ ❧❡7 ❛9❝7 ❝♦♥❥♦♥❝.✐❢7
7♦♥. ❛77♦❝✐/7 ❛✉① ❝♦♥.9❛✐♥.❡7 ❝♦♥❥♦♥❝.✐✈❡7 ❞✉ ♣9♦❜❧2♠❡ ✭.❡❧❧❡7 I✉❡ ❧❡7 ❝♦♥.9❛✐♥.❡7 ❞❡ ♣9/❝/✲
❞❡♥❝❡ ❧✐/❡7 ❛✉① ❣❛♠♠❡7 ♦♣/9❛.♦✐9❡7✮✳ ❊♥✜♥ ❧❡7 ❛9❝7 ❞✐7❥♦♥❝.✐❢7 7②♠❜♦❧✐7❡♥. ❧❡7 ❝♦♥.9❛✐♥.❡7
❞✐7❥♦♥❝.✐✈❡7 ✿ ♣❛9 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡✉① .@❝❤❡7 ❛✛❡❝./❡7 N ❧❛ ♠O♠❡ 9❡77♦✉9❝❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥. O.9❡
9/❛❧✐7/❡7 7✐♠✉❧.❛♥/♠❡♥.✳ ❆✐♥7✐✱ ✐❧ ❢❛✉❞9❛ ❞♦♥♥❡9 ❧❛ ♣9✐♦9✐./ ❞✬❡①/❝✉.✐♦♥ N ❧✬✉♥❡ ❞❡7 .@❝❤❡7✱
7❛♥7 7❛✈♦✐9 ❛ ♣9✐♦9✐ ❧❛I✉❡❧❧❡ 7❡9❛ ♣9✐♦9✐.❛✐9❡✳ ❈✬❡7. ❧❡ 9/7✉❧.❛. ❞✉ 7/I✉❡♥❝❡♠❡♥. I✉✐ ♣❡9♠❡✲
..9❛ ❞❡ 7.❛.✉❡9✳ ▲♦97I✉✬✉♥❡ .❡❧❧❡ ❞/❝✐7✐♦♥ ❡7. ♣9✐7❡✱ ❧❛❞✐.❡ ❝♦♥.9❛✐♥.❡ ❞❡✈✐❡♥. ❝♦♥❥♦♥❝.✐✈❡
❡. ❧✬❛9❝ ❛77♦❝✐/ ❞❡✈✐❡♥. ♦9✐❡♥./✳ ❖♥ ❞✐. I✉❡ ❧❛ ❞✐7❥♦♥❝.✐♦♥ ❛ /./ ❛9❜✐.9/❡✳
❊♥ ❝❡ I✉✐ ❝♦♥❝❡9♥❡ ❧❛ ♣9♦❜❧/♠❛.✐I✉❡ I✉✐ ♥♦✉7 ✐♥./9❡77❡ ✐❝✐✱ ♥♦✉7 .9♦✉✈♦♥7 ❞❛♥7 ❧❛
❧✐../9❛.✉9❡ ❞❡7 ❡①❡♠♣❧❡7 ❞❡ ❥♦❜ 3❤♦♣ ❛✈❡❝ .9❛♥7♣♦9. ♠♦❞/❧✐7/7 ♣❛9 ❞❡7 ❣9❛♣❤❡7 ❞✐7❥♦♥❝.✐❢7✳
❍✉9✐♥❦ ❡. ❑♥✉7.✱ ▲❛❝♦♠♠❡ ❡. ❛❧✳ ✭❬❍✉9✐♥❦ ❛♥❞ ❑♥✉7.✱ ✷✵✵✺❪✱ ❬❑♥✉7.✱ ✶✾✾✾❪✱ ❬▲❛❝♦♠♠❡
❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❬▲❛❝♦♠♠❡ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✮ ♦♥. ✉.✐❧✐7/ ✉♥ ❣9❛♣❤❡ ❞✐7❥♦♥❝.✐❢ ♣♦✉9 9❡♣9/7❡♥.❡9 ✉♥
♣9♦❜❧2♠❡ ❞❡ ❥♦❜ 3❤♦♣ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉7✐❡✉97 9❡77♦✉9❝❡7 ❞❡ .9❛♥7♣♦9.✱ ❡. ❡♥ ✐♥./❣9❛♥. ❞❡7
♥G✉❞7 ❛77♦❝✐/7 ❛✉① .9❛✐.❡♠❡♥.7 ❡. ❞❡7 ♥G✉❞7 ❛77♦❝✐/7 ❛✉① .@❝❤❡7 ❞❡ .9❛♥7♣♦9.✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥.✱
❝❡ ❣9❛♣❤❡ ❡7. ❧✐♠✐./ N ❞❡7 .❡♠♣7 ❞❡ .9❛✐.❡♠❡♥. ❡. ❞❡ .9❛♥7♣♦9. ✜①❡7✳ ❉❛♥7 ❧❡ ❝❛7 ❞✉ ❍❙\✱
❇❧♦❝❤ ✭❬❘♦77/✲❇❧♦❝❤✱ ✶✾✾✾❪✮ ❛ ♣9♦♣♦7/ ✉♥ ❣9❛♣❤❡ ❞✐7❥♦♥❝.✐❢ I✉✐ ❝♦♥.✐❡♥. ❞❡7 ❛9❝7 ♥/❣❛.✐❢7




















❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✕ ●'❛♣❤❡ ❞✐.❥♦♥❝3✐❢ ✉3✐❧✐.7 ❞❛♥. ❬❍✉'✐♥❦ ❛♥❞ ❑♥✉.3✱ ✷✵✵✺❪ ❡3 ❬▲❛❝♦♠♠❡ ❡3 ❛❧✳✱
✷✵✵✼❪
♣♦✉' ♠♦❞7❧✐.❡' ❧❡. 3❡♠♣. ♦♣7'❛3♦✐'❡. ♠❛①✐♠❛✉①✳ ❉❛♥. ❧❛ .✉✐3❡✱ ❡3 ♣♦✉' ❧❡ ❞✐.3✐♥❣✉❡' ❞❡
♥♦3'❡ ❣'❛♣❤❡✱ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡'❛ ❧❡ ❣&❛♣❤❡ /✐♠♣❧❡✳ ❈✬❡.3 ✉♥ ❣'❛♣❤❡ G✉✐ ❝♦♥3✐❡♥3 ✉♥✐G✉❡♠❡♥3
❞❡. ♥H✉❞. ♦♣7'❛3♦✐'❡.✳ I♦✉' ♣'❡♥❞'❡ ❡♥ ❝♦♠♣3❡ ❧❡. ❜♦'♥❡. ♠✐♥✐♠❛❧❡. ❡3 ♠❛①✐♠❛❧❡. ❞❡.
❞✉'7❡. ♦♣7'❛3♦✐'❡. ✿
✲ ❧❡. ❛'❝. ♣♦.✐3✐❢. '❡♣'7.❡♥3❡♥3 ❧❡. ❝♦♥3'❛✐♥3❡. ❞❡ .✉❝❝❡..✐♦♥ ❧✐7❡. ❛✉① 3'❛✈❛✉①✱ ❛✈❡❝
❞❡. ✈❛❧❡✉'. 7❣❛❧❡. N ❧❛ .♦♠♠❡ ❞✉ 3❡♠♣. ♦♣7'❛3♦✐'❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡3 ❞✉ 3❡♠♣. ❞❡ 3'❛♥.♣♦'3 ❡♥
❝❤❛'❣❡ ❡♥3'❡ ❧❡. ❞❡✉① ♥H✉❞. ♦♣7'❛3♦✐'❡.✳
✲ ❧❡. ❛'❝. ♥7❣❛3✐❢. '❡♣'7.❡♥3❡♥3 ❧❡. ❝♦♥3'❛✐♥3❡. ❞❡ ❞✉'7❡. ♠❛①✐♠❛❧❡. ♣♦✉' ❧❡. 3❡♠♣. ❞❡
3'❡♠♣❡✳ ▲❡✉' ✈❛❧❡✉' ❡.3 7❣❛❧❡ N ❧✬♦♣♣♦.7 ❞❡ ❧❛ .♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉'7❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡3 ❞✉ 3❡♠♣.
❞❡ ❞7♣❧❛❝❡♠❡♥3 ❡♥ ❝❤❛'❣❡✳
❇✐❡♥ G✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐3 ♣❛. ❞❡ ♥H✉❞ ❞❡ 3'❛♥.♣♦'3 ❞❛♥. ❝❡ ❣'❛♣❤❡✱ ❧❡ 3❡♠♣. ❞❡ 3'❛♥.♣♦'3 ❡♥
❝❤❛'❣❡ ❡.3 ♣'✐. ❡♥ ❝♦♠♣3❡ ❡♥ ❧✬❛❥♦✉3❛♥3 N ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❡♥3'❡ ❞❡✉① .♦♠♠❡3. .✉❝❝❡..✐❢.✱ ♠❛✐. ♣❛.
❧❡. 3❡♠♣. ❞❡ ❞7♣❧❛❝❡♠❡♥3 N ✈✐❞❡✳ ❈❡33❡ '❡♣'7.❡♥3❛3✐♦♥ 7✈✐3❡ ❞✬✐♥❞✐G✉❡' ❧❛ ❞✉'7❡ '7❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
3Q❝❤❡✱ G✉✐ ♥✬❡.3 ♣❛. ❝♦♥♥✉❡ ❛ ♣&✐♦&✐✳ ❈❡ ❣'❛♣❤❡ '❡♣'7.❡♥3❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥3 ❧❡ .7G✉❡♥❝❡♠❡♥3 ❞❡.
'❡..♦✉'❝❡. ❞❡ 3'❛✐3❡♠❡♥3 ❡3 ❧❛ G✉❛♥3✐37 .✉✣.❛♥3❡ ❞❡ '❡..♦✉'❝❡. ❞❡ 3'❛♥.♣♦'3 ❞✐.♣♦♥✐❜❧❡.✳
■❧ ♥❡ '❡♣'7.❡♥3❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥3 ♣❛. ❧❡. ♣'♦❜❧T♠❡. ❞❡ .7G✉❡♥❝❡♠❡♥3 ❞✉ '♦❜♦3 ✭'❡..♦✉'❝❡. ❞❡
3'❛♥.♣♦'3✮✳ ❊♥ ❡✛❡3✱ ✐❧ ❝♦♥.✐❞T'❡ ❧✬❤②♣♦3❤T.❡ .✉✐✈❛♥3❡ ✿ ✐❧ ❡①✐.3❡ ❛..❡③ ❞❡ '♦❜♦3. ♣♦✉'
3'❛♥.♣♦'3❡' ❧❡. ♣'♦❞✉✐3. G✉❛♥❞ ♦♥ ❡♥ ❛ ❜❡.♦✐♥✳ I❛' ❛✐❧❧❡✉'.✱ ❝❡ ❣'❛♣❤❡ ♥❡ ♣❡✉3 ♠♦❞7❧✐.❡'
❞✬❛✉3'❡. ♣'♦❜❧T♠❡. G✉❡ ❧❡ ❍❙I ❞❛♥. ❧❛ ♠❡.✉'❡ ♦[ ❧❡. 3❡♠♣. ❞❡ .3♦❝❦❛❣❡ .♦♥3 ✐♥3❡'❞✐3.✳
▲❡. ✜❣✉'❡. ✸✳✶ ❡3 ✸✳✷ ♠♦♥3'❡♥3 ❝❡. ❞❡✉① 3②♣❡. ❞❡ ❣'❛♣❤❡. ❞✐.❥♦♥❝3✐❢. ♣♦✉' ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ N
❞❡✉① ❥♦❜/✳
❉❡ ♠❛♥✐T'❡ ❣7♥7'❛❧❡✱ ❧❡. ❝❛. 3'❛✐37. ❞❡ ❥♦❜ /❤♦♣ ❛✈❡❝ 3'❛♥.♣♦'3 ♥❡ .♦♥3 N ❝❤❛G✉❡ ❢♦✐. G✉❡
❞❡. ❝❛. ♣❛'3✐❝✉❧✐❡'. ❞❡ ♥♦3'❡ ♣'♦❜❧T♠❡ ❣7♥7'✐G✉❡✳ ▲❡. '❡♣'7.❡♥3❛3✐♦♥. ❣'❛♣❤✐G✉❡. ❛..♦❝✐7❡.
.♦♥3 ❛❧♦'. ✐♥.✉✣.❛♥3❡. ♣♦✉' ♠♦❞7❧✐.❡' ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. ❝❛'❛❝37'✐.3✐G✉❡. ❡3 ❝♦♥3'❛✐♥3❡. G✉✐
♥♦✉. ✐♥37'❡..❡♥3✳ I♦✉' ✐♥37❣'❡' 3♦✉. ❝❡. 7❧7♠❡♥3. ❡3 ❝♦♥3'❛✐♥3❡.✱ ♥♦✉. ❛✈♦♥. 73❡♥❞✉ ❧❡.
❣'❛♣❤❡. ♣'7❝7❞❡♥3.✱ ❡♥ ♣❛'3❛♥3 ♣❧✉. ♣❛'3✐❝✉❧✐T'❡♠❡♥3 ❞✉ ❣'❛♣❤❡ .✐♠♣❧❡ ❞❡ ❇❧♦❝❤ ✭❬❘♦..7✲
❇❧♦❝❤✱ ✶✾✾✾❪✮✳ ◆♦✉. ♦❜3❡♥♦♥. ❛❧♦'. ✉♥ ❣'❛♣❤❡ ❞✐.❥♦♥❝3✐❢ ♠♦❞✐✜7 G✉❡ ♥♦✉. ❛♣♣❡❧♦♥. ❣'❛♣❤❡
❞✐.❥♦♥❝3✐❢ ❣7♥7'✐G✉❡✳ ■❧ ✐♥3T❣'❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡. ♥♦❡✉❞. ❧❡. ❞✐✛7'❡♥3❡. 3Q❝❤❡. ♣♦..✐❜❧❡. G✉❡






































❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✕ ▲❡% ❞✐✛)*❡♥,% ,②♣❡% ❞❡ ♥♦❡✉❞% ❞❡ ♥♦,*❡ ❣*❛♣❤❡ ❣)♥)*✐4✉❡
%♦♥, ❧❡ ,*❛✐,❡♠❡♥, ♦♣)*❛,♦✐*❡ 7 ♣*♦♣*❡♠❡♥, ♣❛*❧❡*✱ ❧❡ ,*❛♥%♣♦*, ❡, ❧❡ %,♦❝❦❛❣❡✳ ▲❡% %②♠❜♦❧❡%
✉,✐❧✐%)% ♣♦✉* ❝❡% ❞✐✛)*❡♥,% ,②♣❡% ❞❡ ♥♦❡✉❞% %♦♥, ♣*)%❡♥,)% ❞❛♥% ❧❛ ✜❣✉*❡ ✸✳✸✳ ▲❛ ✜❣✉*❡ ✸✳✹
♠♦♥,*❡ 4✉✬✉♥ ❥♦❜ ❞♦♥♥) ❡%, *❡♣*)%❡♥,) ❞❛♥% ❧❡ ❣*❛♣❤❡ ♣❛* ❧❛ %✉❝❝❡%%✐♦♥ ❞❡ %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡%
❞❡ ♥♦❡✉❞% %✉✐✈❛♥,% ✿ %,♦❝❦❛❣❡ ❡♥,*)❡✲ ,*❛✐,❡♠❡♥,✲ %,♦❝❦❛❣❡ %♦*,✐❡ ✲ ,*❛♥%♣♦*,✳
▲❡ ❣*❛♣❤❡ ❞♦✐, ♣❡*♠❡,,*❡ ❞❡ *❡♣*)%❡♥,❡* ❧❡% ❝❛*❛❝,)*✐%,✐4✉❡% ❞❡% ❞✐✈❡*% ❛,❡❧✐❡*% ❝♦♥✲
%✐❞)*)% ✿ ❛,❡❧✐❡* ✢❡①✐❜❧❡ ❋▼❙✱ ❝❡❧❧✉❧❡ *♦❜♦,✐%)❡ ❘❈ ❡, ❛,❡❧✐❡* ❞❡ ,*❛✐,❡♠❡♥, ❞❡ %✉*❢❛❝❡





ij ✐♥❞✐4✉)% %✉* ❧❡% ❛*❝% ✭,❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✮✳ ❆✐♥%✐ ❞❛♥% ❧❡% ❆❚❙ ❡, ❝❡*,❛✐♥% ❘❈ ♣♦✉*
❧❡%4✉❡❧% ❛✉❝✉♥ %,♦❝❦ ♥✬❡%, ❛✉,♦*✐%)✱ US+ij = DS
+
ij = 0✳ ❙✐♥♦♥✱ ❞❛♥% ❧❡% ❋▼❙ ❡, ❛✉,*❡%
❘❈✱ US+ij = DS
+
ij = ∞✳ ❉❛♥% ,♦✉% ❧❡% ❝❛%✱ ❧✬❛*❝ ❞❡♣✉✐% ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ,*❛✐,❡♠❡♥, ✈❡*% ❧❡
♥♦❡✉❞ ❞❡ %,♦❝❦ ❞❡ %♦*,✐❡ %✉✐✈❛♥, ❡%, ✈❛❧✉) ♣❛* P−ij 4✉✐ ❝♦**❡%♣♦♥❞ 7 ❧❛ ❞✉*)❡ ❞❡ ,*❛✐,❡♠❡♥,
✜①❡ ♦✉ ♠✐♥✐♠❛❧❡ %❡❧♦♥ ❧❡% ❝❛%✳ Q❛* ❝♦♥,*❡✱ ❧✬❛*❝ ❞❡♣✉✐% ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ %,♦❝❦ ❞❡ %♦*,✐❡ ✈❡*%
❧❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ,*❛✐,❡♠❡♥, ♣*)❝)❞❡♥, ❡%, ✈❛❧✉) ♣❛* P+ij 4✉✐ ♣❡✉, ♣*❡♥❞*❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉* ✜①❡ ♦✉
✐♥✜♥✐❡ %✉✐✈❛♥, ❧❡ ❝❛%✳ ▲♦*%4✉❡ ❧❡ ,❡♠♣% ❞❡ ,*❛♥%♣♦*, ❡♥ ❝❤❛*❣❡ ♥✬❡%, ♣❛% ❜♦*♥)✱ ❝❡❧❛ %✐❣♥✐✜❡
4✉✬♦♥ ❛✉,♦*✐%❡ ❞❡% ♣❛✉%❡% ❡♥ ❝❤❛*❣❡ ♣♦✉* ❧❡% *❡%%♦✉*❝❡% ❞❡ ,*❛♥%♣♦*,✳ ❉❛♥% ❧❛ ♣❧✉♣❛*, ❞❡%













- ijUS +- ijT
USTij DSTij
❋✐❣✉$❡ ✸✳✹ ✕ ❘❡♣)*+❡♥-❛-✐♦♥ ❞✬✉♥ *❧*♠❡♥- ❞❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞✬✉♥ ❥♦❜ ♣❛) ❧❡ ❣)❛♣❤❡ ❣*♥*)✐:✉❡
❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❱❛❧❡✉)+ ❞❡+ ♣❛)❛♠<-)❡+ +✉✐✈❛♥- ❧❡ -②♣❡ ❞❡ ♣)♦❜❧<♠❡







❞✉"%❡' ❜♦"♥%❡' ❝❡"$❛✐♥' ❘❈'✱❆❚❙ > P−ij
♦♣%"❛$♦✐"❡' ✜①❡' ❋▼❙✱ ❝❡"$❛✐♥' ❘❈' = P−ij
♥♦♥ ❜♦"♥%❡' ❋▼❙✱❆❚❙✱❝❡"$❛✐♥' ❘❈' = +∞
 !♦❝❦ '❛♥' ❛$$❡♥$❡ ❝❡"$❛✐♥' ❘❈'✱❆❚❙ = 0 = 0
❛✈❡❝ '$♦❝❦❛❣❡ ❋▼❙✱ ❝❡"$❛✐♥' ❘❈' = +∞ = +∞
❞✉"%❡ ❞❡ $"❛♥'♣♦"$ ✜①❡ ❋▼❙✱❘❈'✱❆❚❙ = T−ij
❡♥ ❝❤❛"❣❡ ♥♦♥ ❜♦"♥%❡ ❋▼❙✱❝❡"$❛✐♥ ❘❈' = +∞
❝❛+✱ ❧❡ -❡♠♣+ ❞❡ -)❛♥+♣♦)- ❡♥ ❝❤❛)❣❡ ❡+- ✜①❡✳
❘❛♣♣❡❧♦♥+ :✉❡ ❞❛♥+ ♥♦-)❡ *-✉❞❡✱ ♥♦✉+ +✉♣♣♦+♦♥+ :✉❡ ✿
✕ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐-* ❞❡+ +-♦❝❦+✱ +✬✐❧+ ❡①✐+-❡♥-✱ ❡+- +✉♣♣♦+*❡ ✐❧❧✐♠✐-*❡ ❀
✕ ❧❡+ -❡♠♣+ ❞❡ ♣)*♣❛)❛-✐♦♥ +♦♥- +✉♣♣♦+*+ ✐♥❝❧✉+ ❞❛♥+ ❧❡+ ❞✉)*❡+ ♦♣*)❛-♦✐)❡+ ❀
✕ ❧❡+ -❡♠♣+ ❞❡ ♠❛♥✉-❡♥-✐♦♥ ❡♥-)❡ ✉♥ +-♦❝❦ ✭❛♠♦♥- ♦✉ ❛✈❛❧✮ ❡- ✉♥❡ )❡++♦✉)❝❡ ✭❞❡
-)❛✐-❡♠❡♥- ♦✉ ❞❡ -)❛♥+♣♦)-✮ +♦♥- ✐♥❝❧✉+ ❞❛♥+ ❧❛ ❞✉)*❡ ♦♣*)❛-♦✐)❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♦✉ ❧❡
-❡♠♣+ ❞❡ -)❛♥+♣♦)-✳
❈❡+ ❞✐✈❡)+ *❧*♠❡♥-+ ♥♦✉+ ♦♥- ❛♠❡♥*+ I ❞*✜♥✐) ♥♦-)❡ ❣)❛♣❤❡ ❞✐+❥♦♥❝-✐❢ ♠♦❞✐✜* G =
N ∪ C ∪D✱ -❡❧ :✉❡ ✿
✕ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥K✉❞+ N = NM ∪NR ∪NS ❡+- ❝♦♠♣♦+* ❞❡ ✿
✕ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ♥K✉❞+ ♦♣*)❛-♦✐)❡+ NM = NMO ∪ Nf ✳ NMO ❝♦♥-✐❡♥- ❧❡+ ♥K✉❞+
N1, N2, ..., NO ❛++♦❝✐*+ I ❝❤❛:✉❡ -)❛✐-❡♠❡♥- ❀ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ Nf ❝♦♥-✐❡♥- N
∗
❡- N∗∗
:✉✐ )❡♣)*+❡♥-❡♥- ❧❡+ *✈<♥❡♠❡♥-+ ❞*❜✉- ❡- ✜♥ ♣♦✉) ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ -)❛✈❛✉①✱
✕ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ♥K✉❞+ ❞❡ -)❛♥+♣♦)- NR ✭|NR| = O − n✮✱
✕ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ♥K✉❞+ NS ❛++♦❝✐*+ I ❝❤❛:✉❡ -L❝❤❡ ❞✬❛--❡♥-❡ ❛✉① ♣❧❛❝❡+ ❞❡ +-♦❝❦❛❣❡
❞✬❡♥-)*❡ ❡- ❞❡ +♦)-✐❡ ✭|NS| = 2O✮ ❀
✕ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ❛)❝+ ❝♦♥❥♦♥❝-✐❢+ C :✉✐ )❡♣)*+❡♥-❡♥- ❧❡+ ❝♦♥-)❛✐♥-❡+ ❞❡ ♣)*❝*❞❡♥❝❡ ✐♥✲
❞✉✐-❡+ ♣❛) ❧❛ ❣❛♠♠❡ ♦♣*)❛-♦✐)❡ ❞❡ ❝❤❛:✉❡ -)❛✈❛✐❧✳ ❈♦♠♣-❡ -❡♥✉ ❞❡ ❧❛ +✉❝❝❡++✐♦♥ ❞❡+
-L❝❤❡+ ✿ ❛--❡♥-❡✴-)❛✐-❡♠❡♥-✴❛--❡♥-❡✴-)❛♥+♣♦)-✱ ❛++♦❝✐*❡ I ❝❤❛:✉❡ ♦♣*)❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❣❛♠♠❡✱ ❝❡+ ❝♦♥-)❛✐♥-❡+ +❡ -)❛❞✉✐+❡♥- ♣❛) ❞❡+ ❛)❝+ ❡♥-)❡ ❝❤❛:✉❡ ♥K✉❞ ❞❡ -)❛✐-❡♠❡♥-
♦✉ -)❛♥+♣♦)- ❡- ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ +-♦❝❦❛❣❡ ❞✬❡♥-)*❡ ♦✉ +♦)-✐❡ :✉✐ ❧❡ +✉✐-✳ ▲❡+ ❝♦♥-)❛✐♥-❡+
❝♦♥❥♦♥❝-✐✈❡+ ❡①♣)✐♠❛♥- ❧❡ )❡+♣❡❝- ❞❡+ ❞✉)*❡+ ♦♣*)❛-♦✐)❡+ ♠✐♥✐♠❛❧❡+ ❡- ♠❛①✐♠❛❧❡+
+♦♥- -)❛❞✉✐-❡+ ♣❛) ❞❡+ ❛)❝+ ❞❡ ✈❛❧❡✉) )❡+♣❡❝-✐✈❡♠❡♥- ♣♦+✐-✐✈❡ ❡- ♥*❣❛-✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡
❡①♣❧✐:✉* ♣)*❝*❞❡♠♠❡♥- ✿

































































❋✐❣✉$❡ ✸✳✺ ✕ ●%❛♣❤❡ ❞✐,❥♦♥❝1✐❢ ❣4♥4%✐5✉❡ ♣♦✉% ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ : ❞❡✉① ❥♦❜,
✕ ❧❡, ❛%❝, ,✉❝❝❡,,✐❢, USTij → OPij → DSTij → TPij → USTij+1✱ i ∈ [1, n], j ∈
[1, Oi]✱ %❡♣%4,❡♥1❡♥1 ❧❡, ❝♦♥❥♦♥❝1✐♦♥, ❛,,♦❝✐4❡, : ✉♥ ♠=♠❡ 1%❛✈❛✐❧✱
✕ USTij ← OPij ← DSTij ← TPij ← USTij+1✱ i ∈ [1, n], j ∈ [1, Oi] %❡♣%4,❡♥1❡ ❧❡,
❞✉%4❡, ♠❛①✐♠❛❧❡, ❞❡, 1?❝❤❡, ❞✉ 1%❛✈❛✐❧✱
✕ N∗ → USTi1✱ i ∈ [1, n] ✿ ❝♦♥❥♦♥❝1✐♦♥ ❡♥1%❡ ❧❡ ❞4♣❛%1 ❡1 ❝❤❛5✉❡ 1%❛✈❛✐❧✱
✕ DSTiOi , i ∈ [1, n] → N
∗∗
✱ i ∈ [1, n] ✿ ❝♦♥❥♦♥❝1✐♦♥ ❡♥1%❡ ❝❤❛5✉❡ 1%❛✈❛✐❧ ❡1 ❧❛ ✜♥ ❀
✕ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ❛%❝, ❞✐,❥♦♥❝1✐❢, D = DM∪DR 1%❛❞✉✐,❛♥1 ❧❡, ❝♦♥1%❛✐♥1❡, ❞✐,❥♦♥❝1✐✈❡,
✐♥❞✉✐1❡, ♣❛% ❧❡ ♣❛%1❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♠=♠❡ %❡,,♦✉%❝❡ ♣❛% ♣❧✉,✐❡✉%, 1?❝❤❡,✳ ❈❡1 ❡♥,❡♠❜❧❡
❝♦♥1✐❡♥1 ✿
✕ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ DM ❞❡, ❞✐,❥♦♥❝1✐♦♥, ,✉% ❧❡, %❡,,♦✉%❝❡, ❞❡ 1%❛✐1❡♠❡♥1 ❀ ,✉% Mk✱ ❧❡,
1?❝❤❡, OPij ❡1 OPi′j′ ✭❛✈❡❝ PJijk = 1 ❡1 PJi′j′k = 1✮ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥1 =1%❡ %4❛❧✐,4❡,
,✐♠✉❧1❛♥4♠❡♥1✱
✕ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ DR ❞❡, ❞✐,❥♦♥❝1✐♦♥, ,✉% ❧❡, %❡,,♦✉%❝❡, ❞❡ 1%❛♥,♣♦%1✳ ❙✉% Rh✱ ❧❡, 1?❝❤❡,
TPij ❡1 TPi′j′ ✭❛✈❡❝ TJijh = 1 ❡1 TJi′j′h = 1✮ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥1 =1%❡ 1%❛♥,♣♦%14❡, ,✐♠✉❧✲
1❛♥4♠❡♥1✳
▲❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✺ ♠♦♥1%❡ ✉♥ ❣%❛♣❤❡ ❞✐,❥♦♥❝1✐❢ ❣4♥4%✐5✉❡ ♣♦✉% ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ : ❞❡✉① ❥♦❜,✳
✸✳✹✳✷ ❆%❜✐(%❛❣❡ ❞❡- ❞✐-❥♦♥❝(✐♦♥-
❉❛♥, ♥♦1%❡ ♣%♦❜❧K♠❡✱ ❧❡, ❞✐,❥♦♥❝1✐♦♥, ,♦♥1 ❞✉❡, : ❧❛ ♣%4,❡♥❝❡ ❞❡ %❡,,♦✉%❝❡, ❞✐,❥♦♥❝1✐✈❡,
✭♠❛❝❤✐♥❡, ❡1 %❡,,♦✉%❝❡, ❞❡ 1%❛♥,♣♦%1✮✱ 5✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥1 %4❛❧✐,❡% 5✉✬✉♥❡ ,❡✉❧❡ 1?❝❤❡ : ❧❛ ❢♦✐,✳
❉✐"❥♦♥❝'✐♦♥ "✉) ')❛✐'❡♠❡♥'
❚%❛❞✐1✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥1✱ ❧✬❛%❜✐1%❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐,❥♦♥❝1✐♦♥ ❝♦♥,✐,1❡ : ❝❤♦✐,✐% ✉♥❡ ♦%✐❡♥1❛1✐♦♥ ♣♦✉%
❧✬❛%❝ ❞✐,❥♦♥❝1✐❢✱ ❡1 : ❛✛❡❝1❡% : ❝❡1 ❛%❝ ❧❛ ❞✉%4❡ ❞❡ ❧✬♦♣4%❛1✐♦♥ ❡♥ ❛♠♦♥1 ✭❞✉%4❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❞❛♥, ♥♦1%❡ ❝❛,✮✳ ❖% ✐❝✐ ❞❡✉① ♣%♦❜❧K♠❡, ,❡ ♣♦,❡♥1✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛%1✱ ❧❡ ❢❛✐1 ❞✬❛✈♦✐% ❞❡, ❞✉%4❡,
♠✐♥✐♠❛❧❡, ❡1 ♠❛①✐♠❛❧❡, ✐♠♣❧✐5✉❡ 5✉❡ ❝❡1 ❛%❜✐1%❛❣❡ ✐♠♣♦,❡ ❧❛ ❝%4❛1✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛%❝ ✓%❡1♦✉%✔
♥4❣❛1✐❢ ❝♦%%❡,♣♦♥❞❛♥1 : ❧❛ ❞✉%4❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣4%❛1✐♦♥ ❡①4❝✉14❡ ❡♥ ♣%❡♠✐❡%✳ ❉✬❛✉1%❡
































































































❋✐❣✉$❡ ✸✳✼ ✕ ❆'❜✐/'❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐+❥♦♥❝/✐♦♥ ❡♥/'❡ ❞❡✉① />❝❤❡+ ♦♣:'❛/♦✐'❡+ ✿ OPij ❛✈❛♥/ OPkl
♣❛'/✱ ❧❡ ❢❛✐/ ❞✬❛✈♦✐' ✉♥❡ ❢❡♥C/'❡ /❡♠♣♦'❡❧❧❡ ❡/ ♥♦♥ ✉♥❡ ❞✉':❡ ✜①❡ ✭♠❛①≥♠✐♥✮ ✐♠♣❧✐G✉❡ G✉❡
❞❛♥+ ❧❡ ❣'❛♣❤❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❡✛❡❝/✐✈❡ ❡♥/'❡ ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣:'❛/✐♦♥ ❡/ +❛ ♠✐+❡ ❡♥ +/♦❝❦ ♣❡✉/ C/'❡
❞✐✛:'❡♥/❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❡♥/'❡ ❝❡//❡ ✜♥ ❡/ ❧❡ ❞:❜✉/ ❞❡ ❧✬♦♣:'❛/✐♦♥ +✉✐✈❛♥/❡ +✉' ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✦ ▲❛
✜❣✉'❡ ✸✳✻ ✐❧❧✉+/'❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛+✳ ▲❛ ✜❣✉'❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♠♦♥/'❡ ✉♥❡ ♣❛'/✐❡ ❞✉ ❣'❛♣❤❡
❣:♥:'✐G✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡+ ❞❛/❡+ ❞❡ ❞:❜✉/ ❛✉ ♣❧✉+ /L/ ✭♥♦/:❡+ ❡♥ ❞❡++✉+ ❞❡ ❝❤❛G✉❡ ♥4✉❞✮ ♦❜/❡♥✉❡+
♣❛' ❧❡ ❣'❛♣❤❡ ❛❝/✉❡❧✳ ❯♥❡ ❞✐+❥♦♥❝/✐♦♥ ❡♥/'❡ OPij ❡/ OPkl ② ❡+/ ❛'❜✐/':❡ ♣❛' OPij → OPkl
✭✜❣✉'❡ ❞❡ ❞'♦✐/❡✮✳ ▲❡+ /❡♠♣+ ♦♣:'❛/♦✐'❡+ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡/ ♠❛①✐♠❛❧ +♦♥/ ✜①❡+✳ p−ij ❡/ p
−
kl +♦♥/ ❧❡+






kl ✭2 + 2 > 3✮✱ p
−
kl
❞♦✐/ C/'❡ ♠✐+❡ P ❥♦✉' ♣❛' p−ij + P
−
ij = 2+ 2 = 4✳ ▼❛✐+ ❡♥ ':❛❧✐/:✱ ❧❛ ❞❛/❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ OPij +✉'
Mk ❝♦''❡+♣♦♥❞ P ❧❛ ❞❛/❡ ❞✬❡♥/':❡ ❞❛♥+ ❧❡ +/♦❝❦ ❛✈❛❧ DSTij✳ ❈❡❧❛ ❞:/❡'♠✐♥❡ ❧❡ /❡♠♣+ ❞❡
/'❛✐/❡♠❡♥/ ':❡❧ ♣♦✉' OPij G✉✐ ❡+/ dsij − p
−
ij = 5 − 2 = 3✱ ❝❡ G✉✐ ✈❡✉/ ❞✐'❡ G✉❡ OPkl ❞♦✐/
❝♦♠♠❡♥❝❡' ❛✉ ♣❧✉+ /❛'❞ P ❧❛ ❞❛/❡ p−ij + 3 = 5 ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 4✮✳
R♦✉' :✈✐/❡' ❝❡+ ❞❡✉① ✐♥❝♦♥✈:♥✐❡♥/+✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ♦♣/: ♣♦✉' ✉♥❡ ❞❡✉①✐S♠❡ '❡♣':+❡♥/❛/✐♦♥
❞❡ ❝❡ /②♣❡ ❞✬❛'❜✐/'❛❣❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥+✐+/❡ P ❛❥♦✉/❡' ✉♥ ❛'❝ ❡♥/'❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ +/♦❝❦❛❣❡ ❛✈❛❧ ❞❡
❧❛ ♣'❡♠✐S'❡ ♦♣:'❛/✐♦♥ ❡/ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❝♦''❡+♣♦♥❞❛♥/ P ❧❛ ✷S♠❡ ♦♣:'❛/✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐/✱ ✉♥ +❡✉❧
❛'❝ +✉✣/✱ ❞❡ ✈❛❧❡✉' ♥✉❧❧❡✱ ✐♥❞✐G✉❛♥/ ❧❡ /❡♠♣+ ❡♥/'❡ ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣:'❛/✐♦♥ ❡/ ❧❡ ❞:❜✉/ ❞❡
❧❛ +✉✐✈❛♥/❡ +✉' ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♥+✐❞:':❡ ✭✜❣✉'❡ ✸✳✼✮✳

































❋✐❣✉$❡ ✸✳✽ ✕ ❆&❜✐)&❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐/❥♦♥❝)✐♦♥ ❡♥)&❡ ❞❡✉① )6❝❤❡/ ❞❡ )&❛♥/♣♦&)
❉✐"❥♦♥❝'✐♦♥ "✉) ')❛♥"♣♦)'
❉❛♥/ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✸✳✺✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞✐/❥♦♥❝)✐♦♥ ❡♥)&❡ ❞❡✉① )6❝❤❡/ ❞❡ )&❛♥/♣♦&) ✭TP11 ❡)
TP21✮ ❡✛❡❝)✉@❡/ ♣❛& ❧❛ ♠B♠❡ &❡//♦✉&❝❡ ❞❡ )&❛♥/♣♦&) ✭Rq✮✳ ◆♦✉/ /✉♣♣♦/♦♥/ D✉❡ ❧✬❛&❜✐)&❛❣❡
❞❡ ❧❛ ❞✐/❥♦♥❝)✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ &@/✉❧)❛) TPkl → TPij ✭✈♦✐& ✜❣✉&❡ ✸✳✽✮✳ ■❝✐✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ❢❛✐)
❧❡ ♠B♠❡ ❝❤♦✐① ❞❡ &❡♣&@/❡♥)❛)✐♦♥ D✉❡ ♣♦✉& ❧❡/ ❛&❝/ ❞❡ )&❛✐)❡♠❡♥) ❞✐/❥♦♥❝)✐❢/✱ ♣❛& /♦✉❝✐
❞✬❤♦♠♦❣@♥@✐)@✱ ♠❛✐/ ❛✉//✐ ♣♦✉& ❧❡ ♠B♠❡ )②♣❡ ❞❡ ♣&♦❜❧I♠❡ D✉❡ ♣&@❝@❞❡♠♠❡♥) ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/
❞✬✉♥ )&❛♥/♣♦&) ❞✐) ❛✈❡❝ /)♦❝❦ ❛✉)♦&✐/@ ❡♥ ❝❤❛&❣❡✳
❈♦♥"-.✉❡♥❝❡ ❞❡" ❛)❜✐')❛❣❡"
■❧ ❡/) ✐♠♣♦&)❛♥) ❞❡ ♥♦)❡& D✉❡ ❧✬❛&❜✐)&❛❣❡ ❞❡/ ❞✐/❥♦♥❝)✐♦♥/ ❡/) ❞@♣❡♥❞❛♥) ❞❡/ ❝❤♦✐① ❡✛❡❝✲
)✉@/ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡/ ❛✉)&❡/ &❡//♦✉&❝❡/✳ ▲❡/ )6❝❤❡/ ❞✬✉♥ )&❛✈❛✐❧ /♦♥) ❧✐@❡/ ♣❛& ❧❡/ ❝♦♥)&❛✐♥)❡/
❞❡ ❣❛♠♠❡✳ ▲❡/ ❛&❝/ ❞✐/❥♦♥❝)✐❢/ ❧✐❡♥) ❧❡/ ❞✐✛@&❡♥)/ )&❛✈❛✉①✳ ❉❡ ♣❧✉/✱ ❧❡/ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡
♣❛//❛❣❡ ❞@✜♥✐//❡♥) ❧✬♦&✐❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡/ ❛&❝/ ❞✐/❥♦♥❝)✐❢/ ❛♣&I/ ❛&❜✐)&❛❣❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉) ❝&@❡& ✉♥ ♦✉
♣❧✉/✐❡✉&/ ❝✐&❝✉✐)/ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉& ♣♦/✐)✐✈❡✳ N♦✉& )♦✉) ♣&♦❜❧I♠❡ ❞❡ )②♣❡ ❥♦❜3❤♦♣✱ ♦♥ /❛✐) ❜✐❡♥
D✉✬✉♥❡ /♦❧✉)✐♦♥ ♥✬❡/) ♣❛/ ❢❛✐/❛❜❧❡ D✉❛♥❞ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝✐&❝✉✐) ♣♦/✐)✐❢ ❞❛♥/ ❧❡ ❣&❛♣❤❡ ❛//♦❝✐@✳
◗✉❛♥❞ ❞❡/ ❛&❝/ ♥@❣❛)✐❢/ /♦♥) ❛❥♦✉)@/ ❞❛♥/ ✉♥ ❣&❛♣❤❡✱ ❧❡ &✐/D✉❡ ❞✬❛✈♦✐& ❞❡/ ❝✐&❝✉✐)/ ♣♦/✐)✐❢/
❡/) ❡♥❝♦&❡ ♣❧✉/ ✐♠♣♦&)❛♥)✳ ■❧ ❡/) ❞♦♥❝ ❞✬❛✉)❛♥) ♣❧✉/ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❧❡/ @✈✐)❡&✳ ❈❡❧❛ ✈❡✉) ❛✉//✐
❞✐&❡ D✉❡ ❧❡/ ♣&♦❜❧I♠❡/ ❞✬♦&❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥) ❛✈❡❝ ❞❡/ ❝♦♥)&❛✐♥)❡/ ❞❡ )❡♠♣/ ❜♦&♥@/ /♦♥) ♣❧✉/
❞✐✣❝✐❧❡/ Q &@/♦✉❞&❡✱ ❝❛& ❧✬❡/♣❛❝❡ ❞❡ &❡❝❤❡&❝❤❡ ❝♦♥)✐❡♥) ♠♦✐♥/ ❞❡ /♦❧✉)✐♦♥/ ❢❛✐/❛❜❧❡/✳
❊♥ ❣@♥@&❛❧✱ ✐❧ ❡①✐/)❡ ❞❡✉① ❝❛/ ♣♦//✐❜❧❡/ ♣♦✉& D✉❡ ❝❡ ♣❤@♥♦♠I♥❡ ❛&&✐✈❡ ✿
✶✳ ✉♥ ✐♥)❡&❜❧♦❝❛❣❡ ❝❛✉/@ ♣❛& ❧❡/ ❝❤♦✐① ❞✬❛&❜✐)&❛❣❡ ❞❡ ❧❛ /@D✉❡♥❝❡ /✉& ❞✐✛@&❡♥)❡/ &❡//♦✉&❝❡/ ❀
✷✳ ✉♥ ❝✐&❝✉✐) ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉& ♣♦/✐)✐✈❡ ❧✐@❡ ❛✉① ❧✐♠✐)❡/ ♠❛①✐♠❛❧❡/ ❞❡ ❞✉&@❡/ ❞❡ )&❛✐)❡♠❡♥)✳
▲❡ ♥♦♥ &❡/♣❡❝) ❞❡ ❧❛ ❜♦&♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✛❡❝)❡ ❧❛ ❢❛✐/❛❜✐❧✐)@ ❞❡ ❧❛ /♦❧✉)✐♦♥✳
❈❡/ ❞❡✉① ❝❛/ /♦♥) ♣&@/❡♥)@/ ❞❛♥/ ❧❡/ ✜❣✉&❡/ ✸✳✾ ❡) ✸✳✶✵✳ ❉❛♥/ ❧❛ ♣&❡♠✐I&❡ ✜❣✉&❡✱ ❞❡✉①
❞✐/❥♦♥❝)✐♦♥/ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛✐&❡/ ❞❡ )6❝❤❡/ ❞❡ )&❛✐)❡♠❡♥) /♦♥) ❛&❜✐)&@❡/ ♣❛& ✿ OPij+1 → OPkl
→ OPij✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ ❝✐&❝✉✐) D✉✐ ✈✐♦❧❡ ❧❡/ ❝♦♥)&❛✐♥)❡/ ❞❡ ♣&@❝@❞❡♥❝❡✳ ❉❛♥/ ❧❛ /❡❝♦♥❞❡ ✜❣✉&❡✱
❧❡/ ❞✐/❥♦♥❝)✐♦♥/ ❡♥)&❡ ❧❡/ )&♦✐/ )6❝❤❡/ ❞❡ )&❛♥/♣♦&) /♦♥) ❛&❜✐)&@❡/ ♣❛& ✿ TPij → TPkl →





















































































❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵ ✕ ❙❡❝♦♥❞ ❝❛- ❞❡ ❝✐'❝✉✐0 ♣♦-✐0✐❢✳
TPij+1✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ ❝✐'❝✉✐0 ✿ USTij+1 → TPkl → USTkl+1 → TPij+1 → DSTij+1 → OPij+1
→ USTij+1✳ ❈✬❡-0 ✉♥ ❝✐'❝✉✐0 ♣♦-✐0✐❢ -✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐0✐♦♥ -✉✐✈❛♥0❡ ❡-0 -❛0✐-❢❛✐0❡ ✿
σ12 + T
−
kl + σ31 − P
+
ij+1 > 0 ✭✸✳✶✼✮
❉❛♥- ❝❡0 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝✐'❝✉✐0 ❝♦♥0✐❡♥0 ❧❡- ❛'❝- ♦❜0❡♥✉- ❛♣'F- ❛'❜✐0'❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐-❥♦♥❝0✐♦♥ ❧✐I❡
❛✉① 0J❝❤❡- ❞❡ 0'❛♥-♣♦'0✳ ■❧ ❡-0 ❜✐❡♥ -L' ♣♦--✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐' ❧❡ ♠M♠❡ ♣'♦❜❧F♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡- 0J❝❤❡-
❞❡ 0'❛✐0❡♠❡♥0 ❡0✴♦✉ ❞❡- 0J❝❤❡- ❞❡ 0'❛♥-♣♦'0✳ ◆♦0♦♥- P✉❡✱ P✉❛♥❞ ❧❡- ❞✉'I❡- ♠❛①✐♠❛❧❡-
-♦♥0 ❛--❡③ ❝♦✉'0❡- ♣❛' '❛♣♣♦'0 ❛✉① ❞✉'I❡- ❞❡- 0J❝❤❡-✱ ✐❧ ❡-0 ♣❧✉- ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❛✈♦✐' ❞❡- ❝✐'❝✉✐0-
♣♦-✐0✐❢-✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡- ❞✉'I❡- ♠❛①✐♠❛❧❡- -♦♥0 ✐♥✜♥✐❡-✱ ✐❧ ♥✬② ❛✉'❛ ♣❧✉- ❞❡ ❝✐'❝✉✐0 ❞❡ ❝❡ 0②♣❡
❡0 ❧❛ -♦❧✉0✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥0 ❢❛✐-❛❜❧❡ ❞❛♥- ❧❡ ❝❛❞'❡ ❞✬✉♥ ❥♦❜/❤♦♣ ❝❧❛--✐P✉❡ ❛✈❡❝ 0'❛♥-♣♦'0✳
❉❛♥- ❧❡ ❝❤❛♣✐0'❡ -✉✐✈❛♥0✱ ♥♦✉- ❞I0❛✐❧❧❡'♦♥- ❧❛ ♠❛♥✐F'❡ ❞♦♥0 ♥♦✉- '❡♠I❞✐♦♥- T ❝❡ ♣'♦❜✲
✸✳✹✳ ▼♦❞&❧❡ ❣*❛♣❤✐/✉❡ ✺✼
❧#♠❡ ❞❡ ❝✐)❝✉✐+, ♣♦,✐+✐❢, ❞❛♥, ♥♦+)❡ ♣)♦❝2❞✉)❡ ❞❡ )2,♦❧✉+✐♦♥✳
✸✳✹✳✸ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡* ❣(❛♣❤❡* ❞✐*❥♦♥❝2✐❢*
❉❛♥, ❝❡++❡ ♣❛)+✐❡✱ ♥♦✉, ❝♦♠♣❛)♦♥, ❧❛ ❝❛♣❛❝✐+2 ❞❡, ❞✐✈❡), ❣)❛♣❤❡, ,✐♠♣❧❡ ❡+ ❣2♥2)✐9✉❡
♣♦✉) )❡♣)2,❡♥+❡) ❧❡, ,♦❧✉+✐♦♥,✳ ▲✬❛✈❛♥+❛❣❡ ❞❡ ,2♣❛)❡) ❧❡, ,♦♠♠❡+, ♦♣2)❛+♦✐)❡, ❡+ ❧❡, ,♦♠✲
♠❡+, ❞❡ +)❛♥,♣♦)+ ❡,+ ❞✬♦✛)✐) ❧❛ ♣♦,,✐❜✐❧✐+2 ❞❡ +)❛✐+❡) ❧❡ ,29✉❡♥❝❡♠❡♥+ ,✉) ❧❡, )❡,,♦✉)❝❡, ❞❡
+)❛♥,♣♦)+✳ ❉❛♥, ❧❡ ❣)❛♣❤❡ ❣2♥2)✐9✉❡✱ ❧❡ ❢❛✐+ ❞❡ ,2♣❛)❡) ❝❡, ♥?✉❞, ❛✉+♦)✐,❡ ❧❛ )❡♣)2,❡♥+❛✲
+✐♦♥ ❞❡ +♦✉+❡, ❧❡, ✐♥❢♦)♠❛+✐♦♥, )❡❧❛+✐✈❡, @ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, )❡,,♦✉)❝❡,✳ ▲❛ )❡♣)2,❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡
❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ❝♦♥+)❛✐♥+❡, ♥♦✉, ♣❡)♠❡+ ❛❧♦), ❞❡ )2,♦✉❞)❡ ❧✬♦)❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥+ ❞❡, ♠❛❝❤✐♥❡,✱
♣✉✐, ❧✬♦)❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥+ ❞❡, )♦❜♦+,✳ ▲❡ ❣)❛♣❤❡ ,✐♠♣❧❡ ❞❡ ❇❧♦❝❤ ♣)2,❡♥+❡ ❛✐♥,✐ ♠♦✐♥, ❞❡ ,♦✲
❧✉+✐♦♥, 9✉❡ ❧❡ ❣)❛♣❤❡ ❣2♥2)✐9✉❡✳ B♦✉) ❡①♣❧✐9✉❡) ❝❡❧❛✱ ♥♦✉, ✉+✐❧✐,♦♥, ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✸ ❥♦❜,✱
✹ ♠❛❝❤✐♥❡, ✭M1✱M2✱M3✱M4✮ ❡+ ✉♥ ♣♦,+❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡♠❡♥+ M0✳ ▲❡, ❞♦♥♥2❡, ,♦♥+ ❢♦✉)♥✐❡,
❞❛♥, ❧❡ +❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸✳ ▲❡, +❡♠♣, ❞❡ ❞2♣❧❛❝❡♠❡♥+ ❡♥ ❝❤❛)❣❡ ❡+ @ ✈✐❞❡ ,♦♥+ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐+2 ❞❡
+❡♠♣,✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ❉♦♥♥2❡, ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❥♦❜ #❡♠♣' ♦♣()❛#♦✐)❡'
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4
✶ M0 : [0,∞] M1 : [8, 15] M2 : [16, 23] M4 : [0,∞]
✷ M0 : [0,∞] M1 : [20, 28] M3 : [10, 21] M2 : [0,∞]
✸ M0 : [0,∞] M4 : [14, 32] M2 : [0,∞]
❯♥ ♦#❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥) ❢❛✐,❛❜❧❡ ❞❡, #❡,,♦✉#❝❡, ❞❡ )#❛✐)❡♠❡♥) ❡,) ✿
M0 ✿ OP11 → OP21 → OP31
M1 ✿ OP12 → OP22
M2 ✿ OP13 → OP24 → OP33
M3 ✿ OP23
M4 ✿ OP32 → OP14
❈❡) ♦#❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥) ❡,) #❡♣#3,❡♥)3 ,♦✉, ❢♦#♠❡ ❞❡ )#♦✐, ❣#❛♣❤❡, ❞✐,❥♦♥❝)✐❢, ❞❛♥, ❧❡,
✜❣✉#❡, ✸✳✶✶ ; ✸✳✶✸ ✿
●#❛♣❤❡ ,✐♠♣❧❡ ✭✜❣✉#❡ ✸✳✶✶✮ ✿ ❞❛♥, ❝❡ ❣#❛♣❤❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝✐#❝✉✐) ♣♦,✐)✐❢ ❡♥ )#❛✐), ♣♦✐♥)✐❧❧3,
3♣❛✐,✳ ❈❡❧❛ ✈❡✉) ❞✐#❡ B✉✬❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦#✐)❤♠❡ B✉✐ ♣❡✉) 3✈❛❧✉❡# ❡) ❞3)❡❝)❡# ❧❡ ❝✐#❝✉✐)
♣♦,✐)✐❢ ❞❛♥, ✉♥ ❣#❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ❧❡, ❛#❝, ♥3❣❛)✐❢, ✭♣❛# ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦#✐)❤♠❡ ❞❡ ❉❛♥)③✐❣
♦✉ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✲❢♦#❞✱ ✐❝✐✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ❝❤♦✐,✐❡ ❧❡ ♣#❡♠✐❡#✱ ✈♦✐# ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✮✱ ❝❡))❡ ,♦❧✉)✐♦♥
,❡#❛ 3❧✐♠✐♥3❡ ❡♥ )❛♥) B✉❡ ,♦❧✉)✐♦♥ ✐♥❢❛✐,❛❜❧❡✳ ▲❡, ❡①♣❧✐❝❛)✐♦♥, ❞❡ ❝❡ ♣❤3♥♦♠J♥❡ ,♦♥) ✿
✕ ❞❛♥, ✉♥ ❣#❛♣❤❡ ,✐♠♣❧❡✱ ✐❧ ♥✬② ♣❛, ❞❡ ♥L✉❞ ❞❡ )#❛♥,♣♦#)✱ ♦✉ ♦♥ ♣❡✉) ❞✐#❡ B✉❡
❧❛ )M❝❤❡ ❞❡ )#❛♥,♣♦#) ❡,) #3✉♥✐❡ ❛✈❡❝ ,❛ )M❝❤❡ ♦♣3#❛)♦✐#❡ ♣#3❝3❞❡♥)❡✳ ▲✬❛#❜✐)#❛❣❡
❡♥)#❡ ❞❡✉① ♦♣3#❛)✐♦♥, ❞❡ )#❛✐)❡♠❡♥) ,❡ )#❛❞✉✐) ♣❛# ✉♥ ❛#❝ B✉✐ ♣❛#) ❞❡♣✉✐, ❧❛ )M❝❤❡
,✉✐✈❛♥)❡ ❞✉ ♣#❡♠✐❡# ♥L✉❞✱ ♠❛✐, ❡♥ #3❛❧✐)3✱ ✐❧ ♣❛#) ❞❡♣✉✐, ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ )M❝❤❡ ❞❡










































❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✶ ✕ ❘❡♣)*+❡♥-❛-✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦)❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥- ♣❛) ❧❡ ❣)❛♣❤❡ +✐♠♣❧❡ ✉-✐❧✐+* ♣❛)
❬❘♦++*✲❇❧♦❝❤✱ ✶✾✾✾❪
-)❛♥+♣♦)- ❛♣)?+ ❧❛ ♣)❡♠✐?)❡ -@❝❤❡ ♦♣*)❛-♦✐)❡✳ ▲❛ ❝♦♥+*B✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡--❡ )❡♣)*+❡♥✲
-❛-✐♦♥ ❡+- ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥-❛-✐♦♥ ❞✉ )✐+B✉❡ ❞❡ ❢♦)♠❡) ❞❡+ ❝✐)❝✉✐-+ ♣♦+✐-✐❢+✱ ❛❧♦)+ B✉❡
❝❡)-❛✐♥❡+ ❞❡+ +*B✉❡♥❝❡+ ❛++♦❝✐*❡+ +❡)❛✐❡♥- ❡♥ ❢❛✐- ❢❛✐+❛❜❧❡+✳
✕ ❧❡ ❢❛✐- ❞❡ ♣*♥❛❧✐+❡) ❧❡ -❡♠♣+ ❞❡ -)❛♥+♣♦)- E ✈✐❞❡ ❡♥ ❛✛❡❝-❛♥- ❧❛ ✈❛❧❡✉) ③*)♦ E ❝❡+
❛)❝+ ❛)❜✐-)*+ ♥❡ ❝♦))❡+♣♦♥❞ ♣❛+ E ✉♥❡ +✐-✉❛-✐♦♥ )*❡❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ❝❡❧❛ ❛✉❣♠❡♥-❡ ❧❡
)✐+B✉❡ ❞✬❛✈♦✐) ✉♥ ❝✐)❝✉✐- ♣♦+✐-✐❢✳
●)❛♣❤❡ ❝❧❛++✐B✉❡ ❛✈❡❝ ♥K✉❞+ ❞❡ -)❛♥+♣♦)- ✭✜❣✉)❡ ✸✳✶✷✮ ✿ ✐❧ ♥✬② ♣❛+ ❞❡ ❝✐)❝✉✐-✱ ♠❛✐+
-♦✉-❡+ ❧❡+ ❝♦♥-)❛✐♥-❡+ ❞❡ ❜♦)♥❡+ ♠❛①✐♠❛❧❡+ ♥❡ +♦♥- ♣❛+ ♣)✐+❡+ ❡♥ ❝♦♠♣-❡✳ ❉❡ ♣❧✉+✱
❧❡+ ✈❛❧❡✉)+ +✉) ❧❡+ ❛)❝+ ❛)❜✐-)*+ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥- ♣❛+ S-)❡ ❞*-❡)♠✐♥*+ E ♣)✐♦)✐✳
●)❛♣❤❡ ❣*♥*)✐B✉❡ ✭✜❣✉)❡ ✸✳✶✸✮ ✿ ❝❡ -②♣❡ ❞❡ ❣)❛♣❤❡ +*♣❛)❡ ❧❡+ -@❝❤❡+ ♦♣*)❛-♦✐)❡+✱ ❧❡+
-@❝❤❡+ ❞❡ -)❛♥+♣♦)-✱ ❡- ❛✉++✐ ❧❡+ ♣♦+-❡+ ❞❡ +-♦❝❦❛❣❡✳ ▲❛ +♦❧✉-✐♦♥ ❡+- ♣)*+❡♥-*❡ +❛♥+
❝✐)❝✉✐- ♣♦+✐-✐❢✳ ▲❡+ ❝♦♥-)❛✐♥-❡+ ❞❡ -❡♠♣+ ♦♣*)❛-♦✐)❡+ ♠❛①✐♠❛❧❡+ +♦♥- ❛✉++✐ )❡♣)*+❡♥✲
-*❡+✳ ▲❡ ❞*♣❛)- ❞✬✉♥ ❛)❜✐-)❛❣❡ ❡+- ❢❛✐- ❞❡♣✉✐+ ❧❡ ♥K✉❞ ❞❡ +-♦❝❦❛❣❡ ❛✈❛❧ ❛++♦❝✐*✳ ■❧ ♥❡
❢❡)♠❡ ♣❛+ ❞✐)❡❝-❡♠❡♥- ✉♥ ❝✐)❝✉✐- ❣)@❝❡ ❛✉① ❛)❝+ ♥*❣❛-✐❢+ ❡♥-)❡ ❧❡+ ♥K✉❞+ ❞❡ +-♦❝❦❛❣❡✱
❞❡ -)❛♥+♣♦)-✱ ❡- ❧❡ ♥♦❡✉❞ ♦♣*)❛-♦✐)❡✱ ❝❡ B✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❧❡ )✐+B✉❡ ❞✬❡①✐+-❡♥❝❡
❞❡ ❝✐)❝✉✐- ♣♦+✐-✐❢✳
❖♥ ✈♦✐- B✉❡ ❧❡ ❣)❛♣❤❡ ❣*♥*)✐B✉❡ ❡+- ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ )❡♣)*+❡♥-❡) ♣❧✉+ ❞❡ +♦❧✉-✐♦♥+ B✉❡ ❧❡
❣)❛♣❤❡ +✐♠♣❧❡✳ ▲❡ ❣)❛♣❤❡ +✐♠♣❧❡ ♥❡ ♣❡✉- ♠♦❞*❧✐+❡) B✉❡ ❧❡+ +♦❧✉-✐♦♥+ +❛♥+ +-♦❝❦❛❣❡✳ ▲❡
❣)❛♣❤❡ ❣*♥*)✐B✉❡ ♣❡✉- )❡♣)*+❡♥-❡) ❧❡+ +♦❧✉-✐♦♥+ ❛✈❡❝ ♦✉ +❛♥+ +-♦❝❦❛❣❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉+ ♣❡)♠❡-
❞❡ ❞*♣❧❛❝❡) ✉♥ -)❛✈❛✐❧ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭♦✉ ✈*❤✐❝✉❧❡✮ ✈❡)+ ✉♥ +-♦❝❦ B✉❛♥❞ ✉♥❡ -@❝❤❡ ❞❡
-)❛✐-❡♠❡♥- ♦✉ ❞❡ -)❛♥+♣♦)- ❡+- ❛❝❤❡✈*❡✱ ❡♥ ❛--❡♥❞❛♥- ❧❛ ❞✐+♣♦♥✐❜✐❧✐-* ❞❡ ❧❛ )❡++♦✉)❝❡ +✉✐✈✲
❛♥-❡✳ ❯♥ ❛✉-)❡ ❛✈❛♥-❛❣❡ ❡+- ❞❡ ❢❛✐)❡ ❛♣♣❛)❛Y-)❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❣)❛♣❤❡ ❧❡+ ❢❡♥S-)❡+ -❡♠♣♦)❡❧❧❡+
❞❡ ❝❤❛B✉❡ -@❝❤❡✱ ❛✐♥+✐ B✉❡ ❧❡+ ❝♦♥-)❛✐♥-❡+ ❞❡ +-♦❝❦✳ ▲❡ -❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹ )*+✉♠❡ ❧❡+ ❞✐✛*)❡♥❝❡+
❡♥-)❡ ❧❡+ ❣)❛♣❤❡+ ❞✐+❥♦♥❝-✐❢+✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✸ ✕ ❘❡♣*+,❡♥.❛.✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦*❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥. ♣❛* ♥♦.*❡ ❣*❛♣❤❡ ❣+♥+*✐A✉❡
❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ❈❛♣❛❝✐.+ ❞❡ *❡♣*+,❡♥.❛.✐♦♥ ❞❡, .*♦✐, ❣*❛♣❤❡,
●!❛♣❤❡ &②♣❡ ❞❡ )♦❧✉&✐♦♥) !❡♣!/)❡♥& &❡♠♣) ❞❡ &!❛♥)♣♦!& ❈♦♥&!❛✐♥&❡ ❈♦♥&!❛✐♥&❡
)❛♥) )&♦❝❦ ❛✈❡❝ )&♦❝❦ ❡♥ ❝❤❛!❣❡ 6 ✈✐❞❡ ❞❡ )&♦❝❦ &❡♠♣) ❜♦!♥/)
❇❧♦❝❤ ♦✉✐ ✭♣❛) &♦✉&✮ ♥♦♥ ♦✉✐ ♥♦♥ ♥♦♥ ♦✉✐
❍✉!✐♥❦ ♣❛) ❛))✉!/ ♦✉✐ ♦✉✐ ♦✉✐ ♥♦♥ ♥♦♥
❣/♥/!✐<✉❡ ♦✉✐ ♦✉✐ ♦✉✐ ♦✉✐ ♦✉✐ ♦✉✐
✻✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ▼♦❞-❧❡/ ♣♦✉& ❧❡ ●❡♥❡&❛❧ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❏♦❜ ❙❤♦♣ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ :&♦❜❧❡♠
✸✳✺ ❇✐❧❛♥
❉❛♥% ❝❡ ❝❤❛♣✐+,❡✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♣,♦♣♦%1 ❞❡✉① ♠♦❞5❧❡% ❞✐+% ❣1♥1,✐8✉❡% ♣♦✉, ❧❡ ♣,♦❜✲
❧5♠❡ ❞✬♦,❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥+ ❞❡ +②♣❡ ❥♦❜ /❤♦♣ ✢❡①✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥+,❛✐♥+❡% ❞❡ +,❛♥%♣♦,+ ❡+ +❡♠♣%
♦♣1,❛+♦✐,❡% ❜♦,♥1%✱ 8✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❛♣♣❡❧1 ●❡♥❡&❛❧ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❏♦❜ ❙❤♦♣ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ :&♦❜✲
❧❡♠ ✭●❋❏❙❙C✮✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥% ♠♦♥+,1 8✉❡ ❧❡% ❞✐✛1,❡♥+❡% ❝❧❛%%❡% ❞❡ %②%+5♠❡% ✐❞❡♥+✐✜1% ❡+
♣,♦❜❧5♠❡% ❛%%♦❝✐1% %✬✐♥%❝,✐✈❡♥+ ❞❛♥% ❝❡% ❞❡✉① ♠♦❞5❧❡%✳
▲❡ ♣,❡♠✐❡, ❡%+ ✉♥ ♠♦❞5❧❡ ♠❛+❤1♠❛+✐8✉❡ 8✉✐ ❡①♣,✐♠❡ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ❝❛,❛❝+1,✐%+✐8✉❡%✱
❝♦♥+,❛✐♥+❡% ❡+ ♦❜❥❡❝+✐❢% ❞❡ ♥♦+,❡ ♣,♦❜❧5♠❡✳ ■❧ ❡%+ ❝❧❛✐, 8✉❡ ❧❛ ❣1♥1,❛❧✐%❛+✐♦♥ ❞❡% ❝♦♥+,❛✐♥+❡%
♥✬✐♥❞✉✐+ ♣❛% ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉+✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐+1 ♣❛, ,❛♣♣♦,+ ❛✉① ♣,♦❜❧5♠❡% %♣1❝✐✜8✉❡% 8✉❡
❧❡ ♠♦❞5❧❡ ✐♥+5❣,❡ ✭♣❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ +❡♠♣% ❞❡ +,❛✐+❡♠❡♥+ ❞❡✈✐❡♥+ ❜♦,♥1 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✜①❡✱
❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ,❡%%♦✉,❝❡% 8✉✐ ♣❡✉+ ❡✛❡❝+✉❡, ✉♥❡ +M❝❤❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ,❡%%♦✉,❝❡✱ ✳✳✳✮✳ ❉❡ ❝❡
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❝♦♥.❡♥❛♥.✮✳ ❊♥ .❤-♦)✐❡✱ ❧❛ ❧✐%.❡ .❛❜♦✉ ❞♦✐. ❝♦♥%❡)✈❡) ❞❡% ♣♦%✐.✐♦♥% ❝♦♠♣❧,.❡%✱ ❝❡ <✉✐ ❞❛♥%
❝❡).❛✐♥% .②♣❡% ❞❡ ♣)♦❜❧,♠❡%✱ ♣❡✉. ♥-❝❡%%✐.❡) ❧✬❛)❝❤✐✈❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❣)❛♥❞❡ <✉❛♥.✐.- ❞✬✐♥❢♦)✲
♠❛.✐♦♥%✳ ❈❡..❡ ❞✐✣❝✉❧.- ♣❡✉. R.)❡ ❝♦♥.♦✉)♥-❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉% ❧❡ ❢❛✐%♦♥% ✐❝✐✱ ❡♥ ♥❡ ❣❛)❞❛♥.
❡♥ ♠-♠♦✐)❡ <✉❡ ❝❡).❛✐♥❡% ♣❛✐)❡% ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥.% ♣)-❝-❞❡♥.%✳ ▲✬❛❧❣♦)✐.❤♠❡ ❚❛❜♦✉ %❡ ❞-✲
♣❧❛❝❡ ✐.-)❛.✐✈❡♠❡♥. ❞✬✉♥❡ %♦❧✉.✐♦♥ s I ✉♥❡ ❛✉.)❡ %♦❧✉.✐♦♥ s′ ❞❛♥% ✉♥ ✈♦✐%✐♥❛❣❡ ❞-✜♥✐ ❞❡
s✱ ❥✉%<✉✬I ❝❡ <✉✬✉♥ ❝)✐.,)❡ ❞✬❛))R. ❛✐. -.- %❛.✐%❢❛✐.✳ ◆♦)♠❛❧❡♠❡♥.✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦))❡%♣♦♥❞ I ✉♥
♥♦♠❜)❡ ❧✐♠✐.- ❞✬✐.-)❛.✐♦♥%✳ ◗✉❛♥❞ ❝❡ ♥♦♠❜)❡ ❡%. ❛..❡✐♥.✱ ❧❛ )❡❝❤❡)❝❤❡ %✬❛))R.❡ ❡. )❡♥✈♦✐❡
❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉)❡ %♦❧✉.✐♦♥ )❡♥❝♦♥.)-❡ ❛✉ ❝♦✉)% ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦)❛.✐♦♥✳ ▲❡ ♣)✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦)✐.❤♠❡
❚❛❜♦✉ ❡%. ❞-❝)✐. ❞❛♥% ❧✬❛❧❣♦)✐.❤♠❡ ✶✳
❆❧❣♦$✐&❤♠ ✶ ❘❡❝❤❡)❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ .②♣❡ ❚❛❜♦✉
❙♦❧✉.✐♦♥ ✐♥✐.✐❛❧❡ s0
s∗ ← s0
✇❤✐❧❡ ❝)✐.,)❡ ❞✬❛))R. ♥✬❡%. ♣❛% ❛..❡✐♥. ❞♦
❘❡❝❤❡)❝❤❡▲♦❝❛❧❡ ✭s0✮✱ .)♦✉✈❡) .♦✉% ❧❡% ✈♦✐%✐♥% ❞❡ s0 ❡♥ %❡ ❜❛%❛♥. %✉) ❧❡ %②%.,♠❡ ❞❡
✈♦✐%✐♥❛❣❡ ❞-✜♥✐✳
-✈❛❧✉❡) ❧❡% ✈♦✐%✐♥% ✭✈♦✐) ❛❧❣♦)✐.❤♠❡ ✹ ❞❛♥% ❧❛ %❡❝.✐♦♥ ✹✳✷✳✸✮








✐❢ ❧❛ ❧✐%.❡ .❛❜♦✉ ❡%. ♣❧❡✐♥❡ &❤❡♥
%✉♣♣)✐♠❡) ❧❛ ♣)❡♠✐,)❡ ♣❛✐)❡ ❞❛♥% ❧❛ ❧✐%.❡ .❛❜♦✉✳
❡♥❞ ✐❢




✻✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❙+,✉❡♥❝❡♠❡♥%
◆♦✉% ✉&✐❧✐%♦♥% ❝❡&&❡ ♣-♦❝.❞✉-❡ ❞❡ -❡❝❤❡-❝❤❡ &❛❜♦✉ ♣♦✉- ❛♠.❧✐♦-❡- ✉♥❡ %♦❧✉&✐♦♥ ❞♦♥♥.❡✳
▲❡% ❞✐✛.-❡♥&❡% .&❛♣❡% ❞❡ ♥♦&-❡ ♣-♦❝.❞✉-❡ ❚❛❜♦✉ %♦♥& %❝❤.♠❛&✐%.❡% ❞❛♥% ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✶✳ ■❝✐ ❧❛
%.<✉❡♥❝❡ ✐♥✐&✐❛❧❡ ❡%& ❛%%♦❝✐.❡ = ✉♥❡ ❛✛❡❝&❛&✐♦♥ ❞♦♥♥.❡ ❞❡ &♦✉&❡% ❧❡% &>❝❤❡% ❛✉① -❡%%♦✉-❝❡%✳
✹✳✷✳✷ ●$♥$&❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ .♦❧✉(✐♦♥ ✐♥✐(✐❛❧❡
❯♥❡ %♦❧✉&✐♦♥ ❞❡ ♥♦&-❡ ♣-♦❜❧A♠❡ ❣.♥.-✐<✉❡ ❡%& -❡♣-.%❡♥&.❡ ♣❛- ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% %.<✉❡♥❝❡%
❞❡ &>❝❤❡% %✉- ❝❤❛<✉❡ -❡%%♦✉-❝❡ ✭❞❡ &-❛✐&❡♠❡♥& ❡& ❞❡ &-❛♥%♣♦-&✮✳
▲❛ %♦❧✉&✐♦♥ ✐♥✐&✐❛❧❡ ❞.✜♥✐& ❧❡ ♣♦✐♥& ❞❡ ❞.♣❛-& ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦-❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡ -❡❝❤❡-❝❤❡✳
❊❧❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ✈✐&❡%%❡ ❞✬♦❜&❡♥&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉-❡ %♦❧✉&✐♦♥✱ ❞❡ ♠I♠❡ <✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐&.
= ❛&&❡✐♥❞-❡ ❝❡&&❡ ♠❡✐❧❧❡✉-❡ %♦❧✉&✐♦♥✳ ▲❛ ❢❛K♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐%✐- ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ %♦❧✉&✐♦♥ ❞❡ ❞.♣❛-&
❞.♣❡♥❞ %♦✉✈❡♥& ❞❡% ❝❛-❛❝&.-✐%&✐<✉❡% ❞✉ ♣-♦❜❧A♠❡ ❡& ♥✬❡%& ❞♦♥❝ ♣❛% &♦✉❥♦✉-% .✈✐❞❡♥&❡✳
◆♦✉% ❛✈♦♥% ❝❤♦✐%✐ ✐❝✐ ❞❡ ♥❡ ♣❛% ♥♦✉% ❢♦❝❛❧✐%❡- %✉- ❧❛ -❡❝❤❡-❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ %♦❧✉&✐♦♥ ✐♥✐&✐❛❧❡✱
❡& ❣.♥.-♦♥% ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞❡ ♠❛♥✐A-❡ ❛❧.❛&♦✐-❡✳ ◆♦&♦♥% <✉❡✱ %♦✉✈❡♥&✱ ❧❡% ❛-&✐❝❧❡% -❡❧❛&✐❢%
❛✉① ♠.&❤♦❞❡% ❞❡ ♠I♠❡ &②♣❡ ❝✐&.❡% ♣-.❝.❞❡♠♠❡♥& ♥❡ ❞.&❛✐❧❧❡♥& ♣❛% ❧❛ ♠❛♥✐A-❡ ❞♦♥& ❧❡%
%♦❧✉&✐♦♥% ✐♥✐&✐❛❧❡% %♦♥& ❣.♥.-.❡%✱ ❝❡ <✉✐ -❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡ ❧✬.✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝& ❞❡ ❝❡&&❡ .&❛♣❡
%✉- ❧❡% ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡% ❞❡% ❛❧❣♦-✐&❤♠❡%✳
❚♦✉&❡❢♦✐%✱ ✉♥❡ ❣.♥.-❛&✐♦♥ ❛❧.❛&♦✐-❡ ♣-.%❡♥&❡ ❧❡ -✐%<✉❡ ❞✬♦❜&❡♥&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ %♦❧✉&✐♦♥ ♥♦♥
❢❛✐%❛❜❧❡✳ ❊♥ ♦✉&-❡✱ ❧❛ ♥♦♥ ❢❛✐%❛❜✐❧✐&. ♣❡✉& ❛✈♦✐- ♣❧✉%✐❡✉-% ♦-✐❣✐♥❡% ✿ ♥♦♥ -❡%♣❡❝& ❞❡% ❝♦♥✲
&-❛✐♥&❡% ❞❡ ♣-.❝.❞❡♥❝❡✱ ♥♦♥ -❡%♣❡❝& ❞❡ ❧❛ ❜♦-♥❡ %✉♣.-✐❡✉-❡ ❞❡% ❞✉-.❡% ♦♣.-❛&♦✐-❡%✱ ✳✳✳ ❉❛♥%
❧❡ ♣-❡♠✐❡- ❝❛%✱ ✐❧ ❡%& ❡♥ ❡✛❡& ♣♦%%✐❜❧❡ <✉✬✉♥ ❜❧♦❝❛❣❡ ❛♣♣❛-❛✐%%❡ ❡♥&-❡ ❞✐✛.-❡♥&❡% -❡%%♦✉-❝❡%✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✷ ✐❧❧✉%&-❡ ❝❡ &②♣❡ ❞❡ %✐&✉❛&✐♦♥ ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❡♥&-❡ ❞❡✉① -❡%%♦✉-❝❡%
❞❡ &-❛♥%♣♦-& R1 ❡& R2✳ ▲❡% %.<✉❡♥❝❡% ❞❡% &>❝❤❡% %✉- ❝❡% -❡%%♦✉-❝❡% %♦♥& -❡♣-.%❡♥&.❡% ♣❛-
❞❡% ♥♦❡✉❞% ❞❡ &-❛♥%♣♦-& ❧✐.% ♣❛- ❞❡% ❛-❝% ❤♦-✐③♦♥&❛✉① ✿
R1 : TP12 → TP31 → TP21
R2 : TP32 → TP11 → TP22
▲❡% ❛-❝% ❡♥&-❡ ❝❡% ❞❡✉① %.<✉❡♥❝❡% -❡♣-.%❡♥&❡♥& ❧❡% ❝♦♥&-❛✐♥&❡% ❞❡ ♣-.❝.❞❡♥❝❡ ✭❞✉❡% ❛✉①
❣❛♠♠❡%✮✳ ❖♥ ❝♦♥%&❛&❡ ❧✬❛♣♣❛-✐&✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ %✉- ❝❡ %❝❤.♠❛ ❝♦--❡%♣♦♥❞❛♥& = ❧❛ %✉❝❝❡%%✐♦♥
❞❡ ♥♦❡✉❞% ✿ TP12 → TP31 → TP32 → TP11 → TP12✳ ❈❡ ❝②❝❧❡ ✐♥❞✉✐& ❧❡% ❞❡✉① ❝♦♥❥♦♥❝&✐♦♥%
❝♦♥&-❛❞✐❝&♦✐-❡% ✿ TP32 → TP31 ❡& TP31 → TP32✳ ■❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠I♠❡ ❛✈❡❝ TP11 ❡& TP12✳
V♦✉- .✈✐&❡- ❞❡ ❣.♥.-❡- ❝❡ &②♣❡ ❞❡ %♦❧✉&✐♦♥ ♥♦♥ ❢❛✐%❛❜❧❡✱ ♥♦✉% ❛♣♣❧✐<✉♦♥% ✉♥❡ ❤❡✉-✐%&✐<✉❡
❞❡ -.♣❛-❛&✐♦♥✱ ❝♦♥%&✐&✉.❡ ❞❡% .&❛♣❡% %✉✐✈❛♥&❡%✱ ❡& ❞.&❛✐❧❧.❡ ❞❛♥% ❧✬❛❧❣♦-✐&❤♠❡ ✷ ✿
✕ ❣.♥.-❡- ❛❧.❛&♦✐-❡♠❡♥& ✉♥❡ %.<✉❡♥❝❡ <✉✐ ❝♦♥&✐❡♥& &♦✉&❡% ❧❡% &>❝❤❡% ❞❡ &-❛✐&❡♠❡♥&
✭❡①❡♠♣❧❡ ✿ ♣-❡♠✐A-❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✸✮ ❀
✕ -.♣❛-❡- ❝❡&&❡ %.<✉❡♥❝❡ ❥✉%<✉✬= ❝❡ <✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐& ♣❧✉% ❞❡ ❝♦♥&-❛✐♥&❡ ❞❡ ♣-.❝.❞❡♥❝❡
✈✐♦❧.❡✳ ▲❛ -.♣❛-❛&✐♦♥ ❝♦♥%✐%&❡ = ✐❞❡♥&✐✜❡- &♦✉& ❝♦✉♣❧❡ ❞✬♦♣.-❛&✐♦♥% ❞✬✉♥ ♠I♠❡ ❥♦❜ ♥❡
-❡%♣❡❝&❛♥& ♣❛% ❧❛ ❝♦♥&-❛✐♥&❡ ❞❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡-♥✐❡-✱ ♣✉✐% ❞✬.❝❤❛♥❣❡- ❧❛ ♣♦%✐&✐♦♥ ❞❡%
❞❡✉① ♦♣.-❛&✐♦♥% ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❛♥% ❧❛ %.<✉❡♥❝❡ ❝♦✉-❛♥&❡✳ ❈❡&&❡ ♣-♦❝.❞✉-❡ ❡%& -.♣.&.❡
&❛♥& <✉✬✐❧ -❡%&❡ ❞❡% ❝♦✉♣❧❡% ❞❛♥% ❝❡ ❝❛% ❀
✕ ❞.❞✉✐-❡ ❧✬♦-❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥& ❛%%♦❝✐. = &♦✉&❡% ❧❡% -❡%%♦✉-❝❡% ❞❡ &-❛✐&❡♠❡♥& ❡& ❞❡ &-❛♥%✲
♣♦-&✳
✹✳✷✳ #$♦❝'❞✉$❡ ❞❡ $❡❝❤❡$❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✐/'$❛/✐✈❡ ✻✺
recherche locale
- mouvements (échange, insertion)
- réduction voisinage
- réparation pour les conflits internes


















choisir la meilleure S*;




algo. 2 (et 3)
évaluation







❋✐❣✉$❡ ✹✳✶ ✕ &'♦❝*❞✉'❡ ❚❛❜♦✉






❋✐❣✉$❡ ✹✳✷ ✕ ❯♥❡ '()✉❡♥❝❡ ❞❡ -.❛♥'♣♦.-' ✐♥❢❛✐'❛❜❧❡✳
❆❧❣♦$✐&❤♠ ✷ ●(♥(.❛-✐♦♥ ❞✬✉♥❡ '♦❧✉-✐♦♥ ❢❛✐'❛❜❧❡
❣(♥(.❡. ❛❧(❛-♦✐.❡♠❡♥- ✉♥❡ '()✉❡♥❝❡ seq )✉✐ ❝♦♥-✐❡♥- -♦✉-❡' ❧❡' -:❝❤❡' ❞❡ -.❛✐-❡♠❡♥- ❀
.(♣❛.❡. ❝❡--❡ '()✉❡♥❝❡ ❡♥ (❝❤❛♥❣❡❛♥- ❧❡' ♣❛✐.❡' ❞❡ -:❝❤❡' )✉✐ ✈✐♦❧❡♥- ❧❛ ❝♦♥-.❛✐♥-❡ ❞❡
♣.(❝(❞❡♥❝❡ ✭❛❧❣♦.✐-❤♠❡ ✸✮ ❀
✴✴❞❡ ❧✬❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ❞❡+ ♦♣-.❛'✐♦♥+✱ ❞-❞✉✐.❡ ❧❛ +-1✉❡♥❝❡ ❞❡+ '2❝❤❡+ ♣♦✉. ❝❤❛1✉❡ .❡++♦✉.❝❡
❞❡ '.❛✐'❡♠❡♥' ✿
❢♦$ i← 1 &♦ O ❞♦
-.♦✉✈❡. ❧✬♦♣(.❛-✐♦♥ OPjl )✉✐ ❡'- ❧❛ iB♠❡ ♦♣(.❛-✐♦♥ ❞❛♥' ❧❛ '()✉❡♥❝❡ seqo
-.♦✉✈❡. ❧❛ .❡''♦✉.❝❡ Mk )✉✐ -.❛✐-❡ ❧✬♦♣(.❛-✐♦♥ OPjl PJjlk = 1 ❀
❛❥♦✉-❡. ❧✬♦♣(.❛-✐♦♥ OPjl D ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ '()✉❡♥❝❡ ❞✬♦♣(.❛-✐♦♥' ❞❡ ❧❛ .❡''♦✉.❝❡ Mk ❀
❡♥❞ ❢♦$
✴✴❞-❞✉✐.❡ ❧❛ +-1✉❡♥❝❡ ❞❡ '.❛♥+♣♦.' seqt 1✉✐ ❝♦♥'✐❡♥' '♦✉'❡+ ❧❡+ '2❝❤❡+ ❞❡ '.❛♥+♣♦.' ✿
❢♦$ i← 1 -♦ O ❞♦
-.♦✉✈❡. ❧✬♦♣(.❛-✐♦♥ OPjl )✉✐ ❡'- ❧❛ iB♠❡ ♦♣(.❛-✐♦♥ ❞❛♥' ❧❛ '()✉❡♥❝❡ seqo✱ OPjl ←
seqo[i] ❀
✐❢ OPjl ♥✬❡'- ♣❛' ❧❛ ❞❡.♥✐B.❡ -:❝❤❡ ❞❡ '♦♥ -.❛✈❛✐❧ &❤❡♥
-.♦✉✈❡. ❧❛ -:❝❤❡ ❞❡ -.❛♥'♣♦.- TPjl )✉✐ '✉✐- OPjl ❀
❛❥♦✉-❡. TPjl D ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ '()✉❡♥❝❡ ❞❡ -.❛♥'♣♦.- seqt ❀
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦$
✴✴❞❡ ❧✬❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ❞❡+ ❞-♣❧❛❝❡♠❡♥'+ ❡♥ ❝❤❛.❣❡✱ ❞-❞✉✐.❡ ❧❛ +-1✉❡♥❝❡ +✉. '♦✉'❡+ ❧❡+
.❡++♦✉.❝❡+ ❞❡ '.❛♥+♣♦.' ✿
❢♦$ i← 1 &♦ O − n ❞♦
-.♦✉✈❡. ❧✬♦♣(.❛-✐♦♥ TPjl )✉✐ ❡'- ❧❛ iB♠❡ ♦♣(.❛-✐♦♥ ❞❛♥' ❧❛ '()✉❡♥❝❡ seqt✱ TPjl ←
seqt[i] ❀
-.♦✉✈❡. ❧❛ .❡''♦✉.❝❡ Rh )✉✐ -.❛✐-❡ ❧✬♦♣(.❛-✐♦♥ TPjl TJjlh = 1 ❀
❛❥♦✉-❡. TPjl D ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ '()✉❡♥❝❡ ❞✬♦♣(.❛-✐♦♥' ❞❡ ❧❛ .❡''♦✉.❝❡ Rh ❀
❡♥❞ ❢♦$
$❡&✉$♥ ❧❛ '♦❧✉-✐♦♥✳
✹✳✷✳ #$♦❝'❞✉$❡ ❞❡ $❡❝❤❡$❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✐/'$❛/✐✈❡ ✻✼
❆❧❣♦$✐&❤♠ ✸ ❘#♣❛&❛'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ /#0✉❡♥❝❡ seq✳
❢♦$ i← 1 &♦ size(seq)− 1 ❞♦
❢♦$ j ← i+ 1 &♦ size(seq) ❞♦
✐❢ ✭❞❡✉① '5❝❤❡/ seq[i] ❡' seq[j] /♦♥' ❞❛♥/ ❧❡ ♠9♠❡ '&❛✈❛✐❧✮ ❡' ✭seq[j] ❞♦✐' 9'&❡ '&❛✐'#
❛✈❛♥'✮ &❤❡♥





>♦✉& ✐❧❧✉/'&❡& ❝❡''❡ ❤❡✉&✐/'✐0✉❡✱ ♥♦✉/ ♣&#/❡♥'♦♥/ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ /✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣♦/# ❞❡ '&♦✐/
'&❛✈❛✉① J = {J1, J2, J3}✱ 0✉❛'&❡ ♠❛❝❤✐♥❡/ M = {M1,M2,M3,M4} ❡' ❞❡✉① &❡//♦✉&❝❡/ ❞❡
'&❛♥/♣♦&' R1✱ R2✳ ▲❡/ ✐♥❢♦&♠❛'✐♦♥/ /✉& ❝❤❛0✉❡ '&❛✈❛✐❧ /♦♥' ✿
❏✶ ✿ OP11{M1,M2} → TP11{R2} → OP12{M3,M4} → TP12{R1} → OP13{M2,M3}
❏✷ ✿ OP21{M1,M2} → TP21{R1} → OP22{M2,M3} → TP22{R2} → OP23{M3,M4}
❏✸ ✿ OP31{M2,M4} → TP31{R1} → OP32{M1,M3} → TP32{R2} → OP33{M1,M4}
❉❛♥/ ❝❡ 0✉✐ ♣&#❝H❞❡✱ ❧❡ ❢♦&♠❛❧✐/♠❡ OPij{Mu,Mv} /✐❣♥✐✜❡ 0✉❡ {Mu,Mv} ❝♦&&❡/♣♦♥❞ J
MPij✱ ❝✬❡/' J ❞✐&❡ J ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ♠❛❝❤✐♥❡/ ✉'✐❧✐/❛❜❧❡/ ♣♦✉& &#❛❧✐/❡& ❧✬♦♣#&❛'✐♦♥ OPij✳
❆✐♥/✐✱ /♦✐' M1✱ /♦✐' M2 /❡&❛ ❛✛❡❝'# J OP11✳ ■❝✐✱ ❧❡/ ♣&♦❜❧H♠❡/ ❞❡ /#0✉❡♥❝❡♠❡♥' /♦♥'
#'✉❞✐#/ ❡♥ ❝♦♥/✐❞#&❛♥' 0✉❡ ❧✬❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ❡/' ✜①#❡ ❛ ♣&✐♦&✐✱ ❝❡ 0✉✐ ✈❡✉' ❞✐&❡ 0✉✬✉♥❡ &❡//♦✉&❝❡
❞❡ '&❛✐'❡♠❡♥'✴❞❡ '&❛♥/♣♦&' ✉♥✐0✉❡ ❡/' ❛''&✐❜✉#❡ ❛✉ ♣&#❛❧❛❜❧❡ J ❝❤❛0✉❡ '5❝❤❡ ♦♣#&❛'♦✐&❡✴❞❡
'&❛♥/♣♦&'✳ ❯♥❡ ❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ❞❡ &❡//♦✉&❝❡ ♣♦✉& ❝❤❛0✉❡ '5❝❤❡ ❞❡ '&❛✐'❡♠❡♥' ❡/' ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡ ✿
❏✶ ✿ OP11(M1)→ TP11 → OP12(M3)→ TP12 → OP13(M2)
❏✷ ✿ OP21(M1)→ TP21 → OP22(M2)→ TP22 → OP23(M4)
❏✸ ✿ OP31(M2)→ TP31 → OP32(M3)→ TP32 → OP33(M4)
❉✬❛♣&H/ ❧❡/ ❞♦♥♥#❡/ ❞❡ ❝❡' ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ 0✉✬✉♥ ❝❤♦✐① ❞✬❛✛❡❝'❛'✐♦♥ ♣♦//✐❜❧❡ ♣♦✉& ❝❤❛0✉❡
'5❝❤❡ ❞❡ '&❛♥/♣♦&'✳
❯♥❡ /#0✉❡♥❝❡ ♦♣#&❛'♦✐&❡ '♦'❛❧❡ ❡/' ❞♦♥❝ ❣#♥#&#❡ ❛❧#❛'♦✐&❡♠❡♥' ✭♣&❡♠✐H&❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛
✜❣✉&❡ ✹✳✸✮✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥'✐❡♥' '♦✉'❡/ ❧❡/ '5❝❤❡/ OPij J &#❛❧✐/❡&✳ ❈❡''❡ /#0✉❡♥❝❡ ✐♥✐'✐❛❧❡ ♣❡✉'
❝♦♥'❡♥✐& ♣❧✉/✐❡✉&/ ❝♦♥✢✐'/ ❧✐#/ ❛✉① ❝♦♥'&❛✐♥'❡/ ❞❡ ♣&#❝#❞❡♥❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡/' ❧❡ ❝❛/ ♣♦✉&
♥♦'&❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ OP32 → OP31✱ OP33 → OP31✱ OP23 → OP22✱ OP12 → OP11✳ ▲❛ ✜❣✉&❡
✹✳✸ ♠♦♥'&❡ ❧❡/ #❝❤❛♥❣❡/ /✉❝❝❡//✐✈❡♠❡♥' &#❛❧✐/#/ ❛✈❡❝ ♥♦'&❡ ♣&♦❝#❞✉&❡ ❞❡ &#♣❛&❛'✐♦♥✳ ◆♦✉/
♦❜'❡♥♦♥/ ✉♥❡ /#0✉❡♥❝❡ ♦♣#&❛'♦✐&❡ '♦'❛❧❡ 0✉✐ /❛'✐/❢❛✐' '♦✉'❡/ ❧❡/ ❝♦♥'&❛✐♥'❡/ ❞❡ ❣❛♠♠❡✳
❇❛/#❡ /✉& ❝❡''❡ /#0✉❡♥❝❡ &#♣❛&#❡✱ ✉♥❡ /#0✉❡♥❝❡ ❞❡ '&❛♥/♣♦&' ❡/' ❞#❞✉✐'❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐0✉❛♥'
❧❛ &H❣❧❡ /✉✐✈❛♥'❡ ✿ ❧❛ '5❝❤❡ ❞❡ '&❛♥/♣♦&' TPij 0✉✐ ❛ ❧❛ ♣&✐♦&✐'# ❧❛ ♣❧✉/ ❣&❛♥❞❡ ❡/' ❝❡❧❧❡ 0✉✐
❢❛✐' /✉✐'❡ J ❧❛ '5❝❤❡ ❞❡ '&❛✐'❡♠❡♥' OPij /❡ '❡&♠✐♥❛♥' ❧❡ ♣❧✉/ 'X'✳ >♦✉& ♥♦'&❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛
/#0✉❡♥❝❡ ❞❡ '&❛♥/♣♦&' ❞#❞✉✐'❡ ❡/' &❡♣&#/❡♥'#❡ ♣❛& ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✹✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥' ❧✬❛✛❡❝'❛'✐♦♥
✐♥✐'✐❛❧❡ ❡' ❝❡/ ❞❡✉① /#0✉❡♥❝❡/ ✭'&❛✐'❡♠❡♥' ✰ '&❛♥/♣♦&'✮✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ♣✉ ♦❜'❡♥✐& ❧❛ /#0✉❡♥❝❡
❞❡/ '5❝❤❡/ /✉& ❝❤❛0✉❡ &❡//♦✉&❝❡✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✺ ✐❧❧✉/'&❡ ❧❛ /♦❧✉'✐♦♥ ♦❜'❡♥✉❡✳ ❊❧❧❡ &❡♣&#/❡♥'❡
❧❛ /♦❧✉'✐♦♥ /✉✐✈❛♥'❡ ✿
✻✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❙+,✉❡♥❝❡♠❡♥%
23 23 23 23 23 23 23 23 23
23 23 23 23 23 23 23 23 23
23 23 23 23 23 23 23 23 23





❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ✕ ❘'♣❛*❛+✐♦♥ ❞✬✉♥❡ 3'4✉❡♥❝❡ ❞❡ +6❝❤❡3 ❞❡ +*❛✐+❡♠❡♥+
73 73 73 73 7373
❋✐❣✉$❡ ✹✳✹ ✕ ▲❛ 3'4✉❡♥❝❡ ❞❡ +*❛♥3♣♦*+ ❞'❞✉✐+❡ : ♣❛*+✐* ❞❡ ❧❛ 3'4✉❡♥❝❡ ♦♣'*❛+♦✐*❡ ❛33♦❝✐'❡
▼✶ ✿ OP21 → OP11
▼✷ ✿ OP31 → OP22 → OP13
▼✸ ✿ OP32 → OP12
▼✹ ✿ OP23 → OP33
❘✶ ✿ TP31 → TP21 → TP12
❘✷ ✿ TP32 → TP22 → TP11✳
❖♥ ✈♦✐+ 4✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛3 ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞❛♥3 ❝❡3 3'4✉❡♥❝❡3✱ ❝❡ 4✉✐ 3✐❣♥✐✜❡ 4✉✬✐❧ 3✬❛❣✐+ ❞✬✉♥❡
3♦❧✉+✐♦♥ ❢❛✐3❛❜❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥+ ❞❡ ✈✉❡ ❞❡3 ❝♦♥+*❛✐♥+❡3✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+ ❝❡❧❛ ♣❡✉+ 3✬❛✈'*❡* ✐♥3✉✣3❛♥+
♣♦✉* 4✉❡ ❧❛ 3♦❧✉+✐♦♥ 3♦✐+ ❢❛✐3❛❜❧❡ ♣❛* *❛♣♣♦*+ : ❧✬❡♥3❡♠❜❧❡ ❞❡3 ❝♦♥+*❛✐♥+❡3✱ ❡♥ ♣❛*+✐❝✉❧✐❡*
❝❡❧❧❡3 *❡❧❛+✐✈❡3 ❛✉① ❞✉*'❡3 ❞❡ +*❛✐+❡♠❡♥+ ♠❛①✐♠❛❧❡3✳ ❈❡ ♣*♦❜❧K♠❡ ❡3+ ❣'*' ❞❛♥3 ❧❛ ♣❤❛3❡
❞✬'✈❛❧✉❛+✐♦♥ ❞'❝*✐+❡ ❝✐✲❛♣*K3✳
✹✳✷✳✸ ➱✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞✬✉♥❡ 0♦❧✉)✐♦♥
❈♦♠♠❡ ❧❡3 +❡♠♣3 ❞❡ +*❛✐+❡♠❡♥+ 3♦♥+ ❧✐♠✐+'3 ♣❛* ❞❡3 ✈❛❧❡✉*3 ♠✐♥✐♠❛❧❡3 ❡+ ♠❛①✐♠❛❧❡3✱
♥♦✉3 ❝❛❧❝✉❧♦♥3 ❧❡3 ✐♥+❡*✈❛❧❧❡3 ❞❡ +❡♠♣3 ❝♦♠♣*✐3 ❡♥+*❡ ❧❡3 ❞❛+❡3 ❞❡ ❞'❜✉+ ❛✉ ♣❧✉3 +M+ ❡+ ❛✉
♣❧✉3 +❛*❞ ❞❡3 +6❝❤❡3 ❞❡ +*❛✐+❡♠❡♥+ ❡+ ❞❡ +*❛♥3♣♦*+✳ ❙❡❧♦♥ ❧✬❛✛❡❝+❛+✐♦♥ ❡+ ❧❡3 3'4✉❡♥❝❡3 ❞❡3
*❡33♦✉*❝❡3✱ ❧❡3 ✐♥+❡*✈❛❧❧❡3 ❞❡ +❡♠♣3 ♣❡✉✈❡♥+ P+*❡ *'❞✉✐+3✳ Q❛* ❞'❢❛✉+✱ +♦✉+❡3 ❧❡3 ❢❡♥P+*❡3 ❞❡
+❡♠♣3 3♦♥+ ✐♥✐+✐❛❧✐3'❡3 : [0, d]✱ ♦R d *❡♣*'3❡♥+❡ ❧❛ ❞❛+❡ ❞❡ ✜♥ ❛✉ ♣❧✉3 +❛*❞ ❞❡ ❧✬❡♥3❡♠❜❧❡
❞❡3 ❥♦❜4✳ ▲❡3 ❞❛+❡3 ❞❡ ❞'❜✉+ ❛✉ ♣❧✉3 +M+ ❡+ ❛✉ ♣❧✉3 +❛*❞ 3♦♥+ ❡♥3✉✐+❡ ♠✐3❡3 : ❥♦✉* ✐+'*❛✲
+✐✈❡♠❡♥+✱ ❡♥ +❡♥❛♥+ ❝♦♠♣+❡ ❞❡ ❧✬♦*❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥+ ❞❡3 *❡33♦✉*❝❡3✱ +❛♥+ 4✉✬✐❧ *❡3+❡ ❞❡3 ♠✐3❡3
: ❥♦✉* ♣♦33✐❜❧❡3✳ ◆'❛♥♠♦✐♥3✱ ❞❡3 3♦❧✉+✐♦♥3 ✐♥❢❛✐3❛❜❧❡3 ♣❡✉✈❡♥+ ❡♥❝♦*❡ 3✉❜3✐3+❡*✳ Q♦✉* ❝❡3
❝❛3✱ ❧❛ ♠✐3❡ : ❥♦✉* ❞❡3 ✐♥+❡*✈❛❧❧❡3 ❞❡ +❡♠♣3 ♥❡ 3✬❛**P+❡*❛ ❥❛♠❛✐3✱ ❝❛* ❧❛ ♣*♦❝'❞✉*❡ *✐34✉❡

















❋✐❣✉$❡ ✹✳✺ ✕ ✭❛✮ ❙+,✉❡♥❝❡♠❡♥2 ❞❡4 5❡44♦✉5❝❡4 ❞❡ 25❛✐2❡♠❡♥2 ❀ ✭❜✮ ❙+,✉❡♥❝❡♠❡♥2 ❞❡4
5❡44♦✉5❝❡4 ❞❡ 25❛♥4♣♦52 ❀
❞❡ ❜♦✉❝❧❡5 ✐♥❞+✜♥✐♠❡♥2✳ ◆♦✉4 ❞+✜♥✐44♦♥4 ❛❧♦54 ✉♥ ❝❡52❛✐♥ ♥♦♠❜5❡ ❞✬✐2+5❛2✐♦♥4 ♠❛①✐♠✉♠✳
◗✉❛♥❞ ✐❧ ❡42 ❛22❡✐♥2✱ ❧❛ ♠✐4❡ A ❥♦✉5 ❡42 ❛55C2+❡✱ ❡2 ❧❛ ❢❛✐4❛❜✐❧✐2+ ❞❡ ❝❡22❡ 4♦❧✉2✐♦♥ ❡42 ✈+5✐✜+❡
❡♥ ❝♦♥25F❧❛♥2 2♦✉4 ❧❡4 ✐♥2❡5✈❛❧❧❡4 ❞❡ 2❡♠♣4✳ ❊♥4✉✐2❡✱ ❧❛ 4♦❧✉2✐♦♥ ❡42 +✈❛❧✉+❡ ❡♥ 4❡ ❜❛4❛♥2
4✉5 ❝❡4 ✐♥2❡5✈❛❧❧❡4 ❞❡ 2❡♠♣4✳ ▲❛ ❞❛2❡ ❞❡ ❧✬♦♣+5❛2✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉4 2❛5❞✐✈❡ ❡42 ✜①+❡ A 4❛ ❞❛2❡ ❛✉
♣❧✉4 2F2✳ ▲❡4 ❢❡♥C25❡4 ❞❡ 2❡♠♣4 ❞❡4 ❛✉25❡4 2I❝❤❡4 4♦♥2 A ♥♦✉✈❡❛✉ 5+❞✉✐2❡4 4✉5 ❝❡22❡ ❜❛4❡✳
▲❡ ♠❛❦❡3♣❛♥ ❡2 ❧❡ 42♦❝❦❛❣❡ 4♦♥2 ❛✐♥4✐ ❞+2❡5♠✐♥+4✱ 4❡❧♦♥ ❧❡4 +,✉❛2✐♦♥4 ✹✳✶ ❡2 ✹✳✸ 5❛♣♣❡❧+❡4
✐❝✐ ✿
Cmax = maxi∈[1,n]{ci} ✭✹✳✶✮
♦P















DSij × PJijk✱ USij = pij −
tij−1 − Tij−1✱ ❡2 DSij = tij − pij − Pij✳
▲❛ ♣5♦❝+❞✉5❡ ❞✬+✈❛❧✉❛2✐♦♥ ❡42 ❞+❝5✐2❡ ❞❛♥4 ❧✬❛❧❣♦5✐2❤♠❡ ✹✳
▲✬+✈❛❧✉❛2✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥2❡ ❞✉ ♠❛❦❡3♣❛♥ ❡2 ❞✉ 42♦❝❦❛❣❡ ❛ ♣❧✉4✐❡✉54 ❛✈❛♥2❛❣❡4 ✿ ❡❧❧❡ 25❛✐2❡
❧❡4 ♣5♦❜❧R♠❡4 ❛✈❡❝ ❞❡4 2❡♠♣4 ❞❡ 25❛✐2❡♠❡♥2 ❜♦5♥+4✱ ❛❧♦54 ,✉❡ ❧❡4 ♠+2❤♦❞❡4 ❝❧❛44✐,✉❡4
♣♦✉5 ❥♦❜ 3❤♦♣ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥2 ♣❛4✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉4 ♣❡5♠❡2 ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣❛5❡5 ❧❡4 4♦❧✉2✐♦♥4 ❛✈❡❝ ❧❡
♠C♠❡ ♠❛❦❡3♣❛♥✱ ♠❛✐4 ❛✈❡❝ ❞❡4 ❜❡4♦✐♥4 ❞❡ 42♦❝❦❛❣❡ ❞✐✛+5❡♥24✳ ▲❡4 ✐♥2❡5✈❛❧❧❡4 ❞❡ 2❡♠♣4
♦❜2❡♥✉4 ❞❡♣✉✐4 ❧❛ ♠✐4❡ A ❥♦✉5 ♣5+❝+❞❡♥2❡ ♣❡5♠❡22❡♥2 ❞❡ 5❡♣5+4❡♥2❡5 ♣❧✉4✐❡✉54 4♦❧✉2✐♦♥4
♣♦44✐❜❧❡4 ✭❡♥ 2❡5♠❡4 ❞❡ ❞❛2❡4 ❞❡ ❞+❜✉2 ❛✉ ♣❧✉4 2F2 ♣♦✉5 ❧❡4 2I❝❤❡4 ❞❡ 25❛✐2❡♠❡♥2 ❡2 ❞❡
25❛♥4♣♦52✱ ❛✐♥4✐ ,✉✬❡♥ 2❡5♠❡4 ❞❡ 42♦❝❦❛❣❡✮ ♣♦✉5 ❧❛ ♠C♠❡ ✈❛❧❡✉5 ❞✉ ♠❛❦❡4♣❛♥ Cmax✳ ◆♦2♦♥4
✼✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❙+,✉❡♥❝❡♠❡♥%
❆❧❣♦$✐&❤♠ ✹ ➱✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ .♦❧✉'✐♦♥ ✭❝❛❧❝✉❧ ❞❡. ✐♥'❡1✈❛❧❧❡. ❞❡ ❞❛'❡.✮
✴✴➱%❛♣❡ ✶ ✿■♥✐%✐❛❧✐6❡& ❧❡6 ❢❡♥8%&❡6 ❞❡ %❡♠♣6 ❜❛6+ 6✉& ❧❡6 6+,✉❡♥❝❡6 ❞❡ %&❛✐%❡♠❡♥%
❢♦$ i← 1 &♦ n ❞♦
✴✴■♥✐%✐❛❧✐6❡& ❧❡6 ❞❛%❡6 ❞❡ ❞+❜✉% ❛✉ ♣❧✉6 %;%
❢♦$ j ← 1 &♦ Oi − 1 ❞♦



















✴✴■♥✐%✐❛❧✐6❡& ❧❡6 ❞❛%❡6 ❞❡ ❞+❜✉% ❛✉ ♣❧✉6 %❛&❞
❢♦$ j ← Oi &♦ 2 ❞♦




















✴✴➱%❛♣❡ ✷ ✿ ♠✐6❡ = ❥♦✉& ❞❡6 ❞❛%❡6
count← 0
$❡♣❡❛&
▼❡''1❡ 5 ❥♦✉1 ❧❡. ❞❛'❡. ❡♥ .❡ ❜❛.❛♥' .✉1 ❧❡. .89✉❡♥❝❡. ❞❡. 1❡..♦✉1❝❡. ✭❛❧❣♦1✐'❤♠❡ ✺✮
count++
✉♥&✐❧ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉. ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠✐.❡ 5 ❥♦✉1 ♦✉ count > ✉♥ ♥♦♠❜1❡ ❞8✜♥✐
❈❛❧❝✉❧❡1 ❞❡✉① ♦❜❥❡❝'✐❢. ❞8✜♥✐. ❞❛♥. ❊9✳ ✹✳✶ ❡' ❊9✳ ✹✳✸
❢♦$ i← 1&♦n ❞♦





▼❡''1❡ 5 ❥♦✉1 ❧❡. ❞❛'❡. ❛✉ ♣❧✉. '❛1❞ ❡♥ .❡ ❜❛.❛♥' .✉1 ❧❡. .89✉❡♥❝❡. ❞❡. 1❡..♦✉1❝❡.
✭❛❧❣♦1✐'❤♠❡ ✺✮
count++
✉♥&✐❧ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉. ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠✐.❡ 5 ❥♦✉1 ♦✉ count > ✉♥ ♥♦♠❜1❡ ❞8✜♥✐
❡♥❞ ❢♦$
✹✳✷✳ #$♦❝'❞✉$❡ ❞❡ $❡❝❤❡$❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✐/'$❛/✐✈❡ ✼✶
❆❧❣♦$✐&❤♠ ✺ ▼✐$❡ & ❥♦✉* ❞❡$ ❞❛-❡$ ❡♥ $❡ ❜❛$❛♥- $✉* ❧❡$ $12✉❡♥❝❡$ ❞❡$ *❡$$♦✉*❝❡$
❢♦$ k ← 1 &♦ m ❞♦
❢♦$ i← 1 &♦ size(Mk)− 1 ❞♦
✴✴i1♠❡ ♦♣'$❛/✐♦♥ OPi1j1 ❡/ 5♦♥ ♦♣'$❛/✐♦♥ 5✉❝❝❡55✐✈❡ OPi2j2 5✉$ Mk✱ i1 6= i2
OPi1j1 ←Mk[i]✱ OPi2j2 ←Mk[i+ 1]








♠❡--*❡ & ❥♦✉* ❧❡$ ❞❛-❡$ ❞❡ ❞1❜✉- ❛✉ ♣❧✉$ -8- ♣♦✉* ❝❤❛2✉❡ -:❝❤❡ ❝❝ ❞✉ ♠;♠❡
-*❛✈❛✐❧ Ji2 ✱ j2 < j < Oi2
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦$
❢♦$ i← size(Mk) &♦ 2 ❞♦
✴✴i1♠❡ ♦♣'$❛/✐♦♥ OPi2j2 ❡/ 5♦♥ ♦♣'$❛/✐♦♥ ♣$'❝'❞❡♥/❡ OPi1j1 5✉$ Mk
OPi2j2 ←Mk[i]✱ OPi1j1 ←Mk[i− 1]








♠❡--*❡ & ❥♦✉* ❧❡$ ❞❛-❡$ ❞❡ ❞1❜✉- ❛✉ ♣❧✉$ -❛*❞ ♣♦✉* ❝❤❛2✉❡ -:❝❤❡ OPi1j ❞✉ ♠;♠❡




❢♦$ h← 1 &♦ r ❞♦
❢♦$ i← 1 &♦ size(Rh)− 1 ❞♦
✴✴i1♠❡ /7❝❤❡ ❞❡ /$❛♥5♣♦$/ TPi1j1 ❡/ 5❛ /7❝❤❡ 5✉❝❝❡55✐✈❡ 5✉$ Rh✱ i1 6= i2
TPi1j1 ← Rh[i]✱ TPi2j2 ← Rh[i+ 1]







+ τk1l1 + σl1k2
♠❡--*❡ & ❥♦✉* ❧❡$ ❞❛-❡$ ❞❡ ❞1❜✉- ❛✉ ♣❧✉$ -8- ♣♦✉* ❝❤❛2✉❡ -:❝❤❡ TPi2j ❞✉ ♠;♠❡
-*❛✈❛✐❧ Ji2 ✱ j2 < j < Oi2 − 1
❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦$
❢♦$ i← size(Rh) &♦ 2 ❞♦
✴✴i1♠❡ /7❝❤❡ TPi2j2 ❡/ 5❛ /7❝❤❡ ♣$'❝'❞❡♥/❡ TPi1j1 5✉$ Rh
TPi2j2 ← Rh[i]✱ TPi1j1 ← Rh[i− 1]







− σl1k2 − τk1l1
♠❡--*❡ & ❥♦✉* ❧❡$ ❞❛-❡$ ❞❡ ❞1❜✉- ❛✉ ♣❧✉$ -❛*❞ ♣♦✉* ❝❤❛2✉❡ -:❝❤❡ TPi1j ❞✉ ♠;♠❡
























❋✐❣✉$❡ ✹✳✼ ✕ ➱❝❤❛♥❣❡ ❡①.❡/♥❡
1✉❡ ❧❡ 4.♦❝❦❛❣❡ ❝❛❧❝✉❧7 ❞❛♥4 ❝❤❛1✉❡ ❜✉✛❡& ❡4. ❡♥ ❢❛✐. ✉♥❡ ❜♦/♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ .❡♠♣4 ❞❡
4.♦❝❦❛❣❡✳ =♦✉/ ❧❡4 4②4.?♠❡4 ♦@ ❝❡❧❛ ❡4. 4./✐❝.❡♠❡♥. ❧✐♠✐.7 ♦✉ ❝❡✉① ♦@ ❛✉❝✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡
4.♦❝❦❛❣❡ ♥✬❡4. ❛✉.♦/✐47 ✭♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥4 ❧✬✐♥❞✉4./✐❡ ❝❤✐♠✐1✉❡ ❡. ❧✬✐♥❞✉4./✐❡ ❛❧✐♠❡♥.❛✐/❡✮✱
4✐ ❧❡ 4.♦❝❦❛❣❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❜.❡♥✉ ♣♦✉/ ✉♥❡ 4♦❧✉.✐♦♥ ❡4. 4✉♣7/✐❡✉/ E ③7/♦✱ ❝❡ ♥✬❡4. 4G/❡♠❡♥.
♣❛4 ✉♥❡ 4♦❧✉.✐♦♥ ❢❛✐4❛❜❧❡✱ ❡♥ .❡/♠❡4 ❞❡ 1✉❛❧✐.7✳ ❚♦✉.❡❢♦✐4✱ ❧❡4 4♦❧✉.✐♦♥4 ❢❛✐4❛❜❧❡4 ♣♦✉/ ❝❡4
4②4.?♠❡4 4♦♥. ✐♥❝❧✉4❡4 ♣❛/♠✐ .♦✉.❡4 ❧❡4 4♦❧✉.✐♦♥4 ❛✈❡❝ ✉♥❡ 7✈❛❧✉❛.✐♦♥ ❞✉ 4.♦❝❦❛❣❡ 7❣❛❧❡
E ③7/♦✳ ❯♥❡ ❛✉./❡ ♣/♦❝7❞✉/❡ ❡4. ♣/♦♣♦47❡ ❞❛♥4 ❧❡ ❝❤❛♣✐./❡ 4✉✐✈❛♥. ✭✈♦✐/ ❧✬❛❧❣♦/✐.❤♠❡ ✶✷✮✱
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❆❧❣♦$✐&❤♠ ✻ "#♦❝&❞✉#❡ ❙❇◆ ♠♦❞✐✜&❡ ♣♦✉# ✉♥ ❣#❛♣❤❡ ❝♦♥5❡♥❛♥5 ❞❡6 ❛#❝6 ♥&❣❛5✐❢6✳
✴✴❘❡❝❤❡&❝❤❡ ❞❡3 3+,✉❡♥❝❡3 ❢❛✐3❛❜❧❡3 3✉& ❧❡3 &❡33♦✉&❝❡3 ❞❡ %&❛✐%❡♠❡♥%
✴✴➱%❛♣❡ ✶ ✿ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✐♥✐%✐❛❧❡
MS ❝♦♥5✐❡♥5 ❧❡6 #❡66♦✉#❝❡6 ;✉✐ 6♦♥5 ❞&❥= 6&;✉❡♥❝&❡6✳
❈♦♥65#✉❝5✐♦♥ ❞✉ ❣#❛♣❤❡ 6✐♠♣❧❡ G ;✉✐ ❝♦♥5✐❡♥5 5♦✉6 ❧❡6 ❛#❝6 ❞❡ ♣#&❝&❞❡♥❝❡ ❡5 ❧❡6 ❛#❝6
❝♦♥❥♦♥❝5✐❢6 ❝♦##❡6♣♦♥❞❛♥5 ❛✉① ❛#❜✐5#❛❣❡6 ❞❡6 5A❝❤❡6 6✉# ❝❤❛;✉❡ #❡66♦✉#❝❡ ❞❛♥6 MS ✴✴❡♥
❝❛3 ❞❡ ❝✐&❝✉✐% ♣♦3✐%✐❢✱ ❧✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ❞❡ ❉❛♥%③✐❣ &❡%♦✉&♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ✲✶
✐❢ ❉❛♥5③✐❣✭●✮ ❂ −1 &❤❡♥
$❡&✉$♥ −1 ❀
❡♥❞ ✐❢
✴✴❊%❛♣❡✷✳ ✭❆♥❛❧②3❡ ❞❡3 ♠❛❝❤✐♥❡3 ,✉✐ ♥❡ 3♦♥% ♣❛3 ❡♥❝♦&❡ ♦&❞♦♥♥❛♥❝+❡3✮
❢♦$ ❝❤❛;✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ Mi ∈ (M −MS) ❞♦
♠✐♥✐♠✐6❡# Lmax ❡♥ ✉5✐❧✐6❛♥5 ❧❛ #I❣❧❡ ❊❉❉ ♣♦✉# ✉♥❡ ✐♥65❛♥❝❡ 1/rj/Lmax✳ Lmax(i)
❡65 ❧❡ Lmax ♠✐♥✐♠❛❧ 5#♦✉✈& ♣♦✉# ❧❡ 6♦✉6✲♣#♦❜❧I♠❡ ❛66♦❝✐& = Mi✳
❡♥❞ ❢♦$
✴✴❊%❛♣❡✸✳ ✭❙+❧❡❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &❡33♦✉&❝❡ ❣♦✉❧❡% ❡% ❞❡ ❧❛ 3+,✉❡♥❝❡✮
Lmax(k)← maxi/Mi∈M−MSLmax(i)
❛❥♦✉5❡# ❧❡6 ❛#❝6 ❝♦♥❥♦♥❝5✐❢6 ❝♦##❡6♣♦♥❞❛♥5 = ❧❛ 6&;✉❡♥❝❡ 6✉# Mk ❞❛♥6 ❧❡ ❣#❛♣❤❡ G✳
✐❢ ❉❛♥5③✐❣✭●✮ ❂ −1 &❤❡♥
❡♥❧❡✈❡# ❧❡6 ❛#❝6 ❝♦♥❥♦♥❝5✐❢6 ❛66♦❝✐&6 = ❧❛ 6&;✉❡♥❝❡ ❞❡ Mk
❘&♣❛#❡# ❧❛ 6&;✉❡♥❝❡ ❞❡ Mk ✭✈♦✐# ❧✬❛❧❣♦#✐5❤♠❡ ✼✮
✐❢ #&♣❛#❛5✐♦♥ ♥♦♥ #&✉66✐❡ &❤❡♥
$❡&✉$♥ −1
❡❧/❡







✐❢ MS 6= M &❤❡♥
❣♦5♦ ❊5❛♣❡ ✷✳
❡♥❞ ✐❢
❖#❞♦♥♥❛♥❝❡# ❧❡6 #❡66♦✉#❝❡6 ❞❡ 5#❛♥6♣♦#5 ✭✈♦✐# ❧✬❛❧❣♦#✐5❤♠❡ ✾✮






- MS contient les ressources qui sont déjà
ordonnancées (MS = {M0} ou {});
- construire un graphe disjonctif générique G;
- orienter les arcs disjonctifs associés au
séquencement de MS dans G;
iti  i iti l
-  c ti t l s r ss rc s i s t j  
r c s (   { 0}  {});
- c str ir   r  isj ctif ri  ;
- ri t r l s rcs isj ctifs ss ci s  
s c t   s ;
Chercher la ressource goulet
- basé sur les règles d’EDD, chercher la séquence
qui minimise le retard maximum pour chaque
ressource de traitement Mi ( );
- choisir la ressource Mk qui a le retard maximal
comme ressource goulet, ensuite arbitrer les
disjonctions associées à la séquence trouvée;
- ajouter Mk dans MS;
r r l  r r  l t
- s  s r l s r l s ’ , c rc r l  s c  
i i i is  l  r t r  xi  r c  
r ss rc   tr it t i (                            );
- c isir l  r ss rc  k i  l  r t r  xi l 
c  r ss rc  l t, s it  r itr r l s 
isj cti s ss ci s  l  s c  tr ;
- j t r k s ;
réparation
- enlever les arcs conjonctifs associés à la
séquence de la ressource goulet;
- Tester les séquences générées par la
permutation d’une paire de tâches dans la
séquence initiale ;
r r ti
- l r l s rcs c j ctifs ss ci s  l  
s c   l  r ss rc  l t;
- st r l s s c s r s r l  
r t ti  ’  ir   t c s s l  
s c  i iti l  ;
heuristique H
- appliquer l’heuristique H pour affecter et
ordonnancer les tâches de transport;
ri ti  
- li r l’ risti   r ff ct r t 
r c r l s t c s  tr s rt;
G contient un circuit positif ?
retour G
Une séquence faisable trouvée ?
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♣♦✉& ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ❞#♣❧❛❝❡♠❡♥' < &#❛❧✐/❡&✳ ▲✬❛&❜✐'&❛❣❡ ❞❡/ ❞✐/❥♦♥❝'✐♦♥/ /✉& ❧❡/ &❡//♦✉&❝❡/
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♠♦❞✐✜# ✉'✐❧✐/❛♥' ♥♦'&❡ ❣&❛♣❤❡ ❣#♥#&✐0✉❡✳ M♦✉& ❝❡ '❡/'✱ ♥♦✉/ /♦♠♠❡/ ♣❛&'✐/ ❞✬✉♥ ❣&❛♣❤❡
❣#♥#&✐0✉❡ ✐♥'#❣&❛♥' ❧❡/ /#0✉❡♥❝❡/ '&♦✉✈#❡/ ♣❛& ❧❡ ❣&❛♣❤❡ /✐♠♣❧❡ ♣♦✉& ❧❡/ &❡//♦✉&❝❡/ ❞❡
'&❛✐'❡♠❡♥'✳ M✉✐/ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ✉'✐❧✐/# ♥♦'&❡ ♣&♦❝#❞✉&❡ ❙❇◆ ♣♦✉& ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ &❡//♦✉&❝❡/
❞❡ '&❛♥/♣♦&'✳ ▲❛ &#♣❛&❛'✐♦♥ ❛ #'# ❛♣♣❧✐0✉#❡ ❛✉① '7❝❤❡/ ❞❡ '&❛✐'❡♠❡♥' ❡' ❞❡ '&❛♥/♣♦&'✳ ▲❡/
✐♥/'❛♥❝❡/ '❡/'#❡/ ❝♦&&❡/♣♦♥❞❡♥' < ✻ ❛'❡❧✐❡&/ ❞❡ '&❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ /✉&❢❛❝❡ ❣#♥#&#/ ♣❛& ▼❛'❡♦
❡' ❈♦♠♣❛♥②/ ✭✷✵✵✷✮✱ ♣♦✉& ❧❡/0✉❡❧/ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ❝♦♥/✐❞#&# ✷ &♦❜♦'/ ✭♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ✉'✐❧✐/# ✐❝✐
❧❡/ ♣&❡♠✐E&❡/ ✐♥/'❛♥❝❡/ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ❝❛/ ♣&#/❡♥'#/ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❋✮✳ ❈❡/ ✐♥/'❛♥❝❡/ ❝♦♥'✐❡♥♥❡♥'
❡♥'&❡ ✺ ❡' ✶✵ ♠❛❝❤✐♥❡/ ✭❝✉✈❡/ ✐❝✐✮✱ ♥♦♥ ❝♦♠♣&✐/ ❧❡/ ♣♦/'❡/ ❞❡ ❝❤❛&❣❡♠❡♥' ❡' ❞#❝❤❛&❣❡♠❡♥'✱
❡' ✷ '②♣❡/ ❞❡ ❥♦❜4 ② /♦♥' '&❛✐'#/✳ ▲❡/ ❥♦❜4 ♦♥' ❧❛ ♠8♠❡ /#0✉❡♥❝❡ ❞❡ '&❛✐'❡♠❡♥' ✭❞❡ ✼
< ✶✷ ♦♣#&❛'✐♦♥/ ♣❛& ❣❛♠♠❡✱ ② ❝♦♠♣&✐/ ❧❡/ ♦♣#&❛'✐♦♥/ ❞❡ ❝❤❛&❣❡♠❡♥' ❡' ❞#❝❤❛&❣❡♠❡♥'✮✱
♠❛✐/ ❛✈❡❝ ❞✐✛#&❡♥'❡/ ❢❡♥8'&❡/ '❡♠♣♦&❡❧❧❡/ /✉& ❧❡/ ❞✉&#❡/ ♦♣#&❛'♦✐&❡/✳ ◆♦✉/ ❛✈♦♥/ &#/♦❧✉ ❞❡/
♣&♦❜❧E♠❡/ /❛♥/ ❛''❡♥'❡✱ /❛♥/ /'♦❝❦ ❡' ❛✈❡❝ ❞✉&#❡/ ❜♦&♥#❡/ ♣♦✉& ✹✱ ✻ ❡' ✶✵ ❥♦❜4✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉/
❛✈♦♥/ ❣#♥#&# ❛❧#❛'♦✐&❡♠❡♥' ✷✵✵ ✵✵✵ ❛✛❡❝'❛'✐♦♥/ ✐♥✐'✐❛❧❡/ ♣♦✉& ❧❡/ ♦♣#&❛'✐♦♥/ ❞❡ '&❛♥/♣♦&'✱
✹✳✸✳ #$♦❝'❞✉$❡ ❙❤✐❢/✐♥❣ ❇♦//❧❡♥❡❝❦ ❛♠'❧✐♦$'❡ ✼✾
❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛+❛✐-♦♥ ❞❡- -♦❧✉3✐♦♥- ♦❜3❡♥✉❡- ❛✈❡❝ ❧❡ ❣+❛♣❤❡ -✐♠♣❧❡ ❞❡ ❇❧♦❝❤ ❡3 ❧❡
❣+❛♣❤❡ ❣:♥:+✐;✉❡
♥❜✳ ❞❡ ♥❜✳ ❞❡ ♥❜✳ ♠♦②❡♥ ❞❡ -♦❧✉3✐♦♥- +❛♣♣♦+3
♦❜3❡♥✉❡- ❛✈❡❝
♠❛❝❤✐♥❡- ❥♦❜- ❣+❛♣❤❡ -✐♠♣❧❡ ❣+❛♣❤❡ ❣:♥:+✐;✉❡ -✐♠♣❧❡✴❣:♥:+✐;✉❡
✺ ✹ ✷✵✵✵✵✵ ✷✽✾✷✾ ✻✱✾✶
✻ ✶✹✹✽✽✷ ✶✽✽✹ ✼✻✱✾
✶✵ ✶✶✹✺ ✶ ✶✶✹✺
✻ ✹ ✶✺✾✽✵✼ ✶✹✹✽✶ ✶✶✱✵✸
✻ ✺✵✷✺✷ ✷✵✾✸✼ ✷✱✹
✶✵ ✷✺✺ ✻ ✹✷✱✺
✼ ✹ ✷✵✵✵✵✵ ✶✽✷✹✹✼ ✶✱✵✾
✻ ✶✻✾✾✾✻ ✼✹✻✸✼ ✷✱✷✼
✶✵ ✶✹✼✶✽✽ ✷✸✻✾ ✻✷✱✶✸
✽ ✹ ✸✷✾✽✷ ✷✾✽✶✽ ✶✱✶
✻ ✾✺✻✺ ✹✵✽✶ ✷✱✸✹
✶✵ ✾✶✽ ✾ ✶✵✷
✾ ✹ ✻✺✺✻✸ ✶✽✶✵✵ ✸✱✻✷
✻ ✾✺✸✾ ✹ ✷✸✽✹✱✼✺
✶✵ ✹ ✻✺✸✷✸ ✶✻✷✾✽ ✹
✻ ✷✸✹✸✵ ✶✸ ✶✽✵✷
❧❡- ♦♣:+❛3✐♦♥- ❞❡ 3+❛✐3❡♠❡♥3 :3❛♥3 ❞:❥F ♣+:❛❧❛❜❧❡♠❡♥3 ❛✛❡❝3:❡-✱ ❧❡- ❝✉✈❡- :3❛♥3 3♦✉3❡- ❞❡
❝❛♣❛❝✐3: ✉♥✐3❛✐+❡ ✭♠♦♥♦✲❜❛❝✮✳
▲❡- +:-✉❧3❛3- -♦♥3 ❞❡- ♠♦②❡♥♥❡- ♦❜3❡♥✉❡- -✉+ ❧❛ ❜❛-❡ ❞❡ ❞✐① ❡①:❝✉3✐♦♥- ♣♦✉+ ❝❤❛;✉❡
✐♥-3❛♥❝❡✳ ▲✬✐♥3❡+♣+:3❛3✐♦♥ ❞✉ 3❛❜❧❡❛✉ ❡-3 ❧❛ -✉✐✈❛♥3❡ ✿ ♣❛+ ❡①❡♠♣❧❡✱ -✐ ♦♥ ❡①❛♠✐♥❡ ❧❛
❞❡✉①✐O♠❡ ❧✐❣♥❡ ♣♦✉+ ❧✬✐♥-3❛♥❝❡ ♥✉♠:+♦ ✶ ❛✈❡❝ ✻ ❥♦❜-✱ ♦♥ ♦❜3✐❡♥3 ✉♥ ♥♦♠❜+❡ ♠♦②❡♥ ❞❡
✶✹✹✽✽✷ -:;✉❡♥❝❡♠❡♥3- ♣♦--✐❜❧❡- ❞❡- +❡--♦✉+❝❡- ❞❡ 3+❛✐3❡♠❡♥3✱ -✉+ ✷✵✵✵✵✵ 3❡-3- ❡✛❡❝3✉:-✳ ❙✐
♦♥ ♣+❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣3❡ ❧❡- ❝♦♥3+❛✐♥3❡- ❞❡ 3+❛♥-♣♦+3✱ -❡✉❧❡♠❡♥3 ✶✽✽✹ -:;✉❡♥❝❡- -♦♥3 +:❛❧✐-❛❜❧❡-✱
-♦✐3 ✶✵✵ ❢♦✐- ♠♦✐♥-✳ ❈❡ ❞❡✉①✐O♠❡ +:-✉❧3❛3 ❡-3 ♣❧✉- ❧✐♠✐3❛3✐❢ ❡♥ ♥♦♠❜+❡- ❞❡ -♦❧✉3✐♦♥-✱ ♠❛✐-
✐❧ +❡✢O3❡ ♠✐❡✉① ❧❛ +:❛❧✐3:✱ ❡3 ♥✬❡-3 ♣❛- -✉+♣+❡♥❛♥3 ❞❛♥- ❧❡ ❝❛- ❞❡ ♣+♦❜❧O♠❡- ❞❡ 3②♣❡ ❍❙T✱
❝♦++❡-♣♦♥❞❛♥3 F ❝❡ 3②♣❡ ❞❡ ♣+♦❜❧O♠❡✱ ;✉✐ -♦♥3 3+O- ❝♦♥3+❛✐♥3-✱ ❡3 ♦U ❧❡ 3+❛♥-♣♦+3 ❡-3
-♦✉✈❡♥3 ❧✬❛❝3✐✈✐3: ❝+✐3✐;✉❡✳ ▲❛ ❞❡+♥✐O+❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✉ 3❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ ♠♦♥3+❡ ❧❡ +❛♣♣♦+3 ❡♥3+❡ ❧❡
♥♦♠❜+❡ ❞❡ -♦❧✉3✐♦♥- 3+♦✉✈:❡- ♣❛+ ❧❡- ❞❡✉① ❣+❛♣❤❡- ✭-✐♠♣❧❡ ❡3 ❣:♥:+✐;✉❡✮✳ ❈❡ +❛♣♣♦+3 ♥❡
✈❛+✐❡ ♣❛- 3♦✉❥♦✉+- ❞❡ ♠❛♥✐O+❡ ♣+♦♣♦+3✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♥✐ ♣❛+ +❛♣♣♦+3 ❛✉ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❥♦❜-✱ ♥✐ ♣❛+
+❛♣♣♦+3 ❛✉ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡-✳ ❈❡❛❧ ♣❡✉3 -✬❡①♣❧✐;✉❡+ ♣❛+ ❧❡ ❢❛✐3 ;✉❡ ❧❛ ❢❛✐-❛❜✐❧✐3: ❞:♣❡♥❞
❛✉--✐ ❢♦+3❡♠❡♥3 ❞❡ ❧❛ ❧❛+❣❡✉+ ❞❡- ❢❡♥V3+❡- 3❡♠♣♦+❡❧❧❡- ❞❡- ❞✉+:❡- ♦♣:+❛3♦✐+❡-✳ ❚♦✉3❡❢♦✐-✱
♦♥ ♣❡✉3 ❝♦♥-3❛3❡+ ;✉❡✱ ❧♦+-;✉❡ ❧❛ 3❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣+♦❜❧O♠❡ ❛✉❣♠❡♥3❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞❡- +❛♣♣♦+3- ❡-3
♠❛❧❣+: 3♦✉3 ♣❧✉- ✐♠♣♦+3❛♥3❡✳ ❈❡❧❛ +❡♥❞ ♣❧✉- ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❛ +❡❝❤❡+❝❤❡ ❞✬✉♥ ♣❡3✐3 ♥♦♠❜+❡ ❞❡
-♦❧✉3✐♦♥- ❢❛✐-❛❜❧❡- ❞❛♥- ✉♥ ❡-♣❛❝❡ ❞❡ +❡❝❤❡+❝❤❡ 3+O- ❣+❛♥❞✳
▲❡ 3❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ ♠♦♥3+❡ ❛✉--✐ ;✉❡ ❝❡33❡ ✈❡+-✐♦♥ ❞❡ ❙❇◆ :3❡♥❞✉❡ ❛✉ ❣+❛♣❤❡ ❣:♥:+✐;✉❡
✽✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❙+,✉❡♥❝❡♠❡♥%
❡#$ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ +,#♦✉❞+❡ ❞❡# ✐♥#$❛♥❝❡# ❞❡ ❍❙3 ❞❡ ♣❡$✐$❡ $❛✐❧❧❡✳ ▼❛✐# 6✉❛♥❞ ❝❡$$❡ $❛✐❧❧❡
❛✉❣♠❡♥$❡✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉# ❞❡ $;❝❤❡# = ♦+❞♦♥♥❛♥❝❡+ ♣❛+ +❡##♦✉+❝❡✱ ❡$ ❧❛ ♠,$❤♦❞❡ ❛❝$✉❡❧❧❡ ♥❡
♣❛+✈✐❡♥$ ♣❛# = $+♦✉✈❡+ ❞❡ #♦❧✉$✐♦♥ ❢❛✐#❛❜❧❡ ✭♣❛+ ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ $+♦✐#✐B♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ +,#✉❧$❛$
♣♦✉+ ✺ ❝✉✈❡# ❡$ ✶✵ ❥♦❜4✮✳ ▲❡# +❛✐#♦♥# #♦♥$ ✿
✕ ❧❛ +,♣❛+❛$✐♦♥ ♥✬❡#$ ❢❛✐$❡ 6✉❡ ♣❛+ ❧❡ ❜✐❛✐# ❞✬✉♥ #❡✉❧ ,❝❤❛♥❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐+❡ ❞❡ $;❝❤❡#✳
◗✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ $;❝❤❡# ❡#$ ❣+❛♥❞✱ ❝❡$ ,❝❤❛♥❣❡ ♥✬❡#$ #♦✉✈❡♥$ ♣❛# #✉✣#❛♥$✳
✕ ❧❡ ❢❛✐$ ❞❡ #,♣❛+❡+ ❧❡ #,6✉❡♥❝❡♠❡♥$ ❞❡# ♠❛❝❤✐♥❡# ❡$ ❞❡# +❡##♦✉+❝❡# ❞❡ $+❛♥#♣♦+$ #✐♠✲
♣❧✐✜❡ ❛ ♣+✐♦+✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▼❛✐# ❝❡❧❛ ❧✐♠✐$❡ ,❣❛❧❡♠❡♥$ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❧❡# #♦❧✉$✐♦♥# ♣♦##✐❜❧❡#
♣♦✉+ ❧❡# ♠♦②❡♥# ❞❡ ♠❛♥✉$❡♥$✐♦♥ 6✉✐ ♣❡✉✈❡♥$ N$+❡ ❧❡# +❡##♦✉+❝❡# ❝+✐$✐6✉❡# ❞❡ ❧✬❛$❡❧✐❡+✳
❈♦♠♣$❡ $❡♥✉ ❞❡ ❝❡# ♦❜#❡+✈❛$✐♦♥#✱ ♥♦✉# ♥♦✉# #♦♠♠❡# ✐♥$,+❡##,# = ❧❛ ❢❛P♦♥ ❞✬✐♥$,❣+❡+
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♣'♦❝?❞✉'❡ ❙❇◆ ♣'?)❡♥*❡ ❧✬❛✈❛♥*❛❣❡ ❞✬✐❞❡♥*✐✜❡' ❧❛ '❡))♦✉'❝❡ ❝'✐*✐+✉❡ ♣❛'♠✐ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡)
'❡))♦✉'❝❡) ❞❡ ❧✬❛*❡❧✐❡' ✭♠❛❝❤✐♥❡) ♦✉ '♦❜♦*)✮✳ ❚♦✉*❡❢♦✐)✱ ❧❛ +✉❛❧✐*? ❞❡) )♦❧✉*✐♦♥) ♦❜*❡♥✉❡) ♣❛'
❧✬❤❡✉'✐)*✐+✉❡ ❍❆ ❞?♣❡♥❞ ♥♦*❛♠♠❡♥* ❞❡ ❧✬❛✛❡❝*❛*✐♦♥ ✐♥✐*✐❛❧❡ ❞❡) ♦♣?'❛*✐♦♥) ❞❡ *'❛♥)♣♦'*✱
)✬✐❧ ❡①✐)*❡ ♣❧✉)✐❡✉') '❡))♦✉'❝❡) ❞❡ *'❛♥)♣♦'* ❞✐)♣♦♥✐❜❧❡)✳ ❉❛♥) ✉♥ ❞❡✉①✐H♠❡ *❡♠♣)✱ ♥♦✉)
✽✷ ❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❙+,✉❡♥❝❡♠❡♥%
❛✈♦♥& ❞♦♥❝ )❧❛❜♦,) ✉♥❡ ❛✉/,❡ ❤❡✉,✐&/✐2✉❡ ✭♥♦♠♠)❡ ❍✮✱ 2✉✐ ♥❡ /✐❡♥/ ♣❛& ❝♦♠♣/❡ ❞✬✉♥❡
)✈❡♥/✉❡❧❧❡ ❛✛❡❝/❛/✐♦♥ ♣,)❛❧❛❜❧❡ ❞❡& ,❡&&♦✉,❝❡& ❞❡ ♠❛♥✉/❡♥/✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❛✛❡❝/❡ ❡/ &)2✉❡♥❝❡
♣❡/✐/ = ♣❡/✐/ /♦✉/❡& ❧❡& />❝❤❡& ❞❡ /,❛♥&♣♦,/ ❡♥ ♣,❡♥❛♥/ ❡♥ ❝♦♠♣/❡ ❧❡✉, ❞❛/❡ ❞❡ ❞)❜✉/
❛✉ ♣❧✉& /?/✳ ❊♥ ❝❡❧❛✱ ❡❧❧❡ ,❡&&❡♠❜❧❡ = ❧✬❤❡✉,✐&/✐2✉❡ ❍❆✳ ▼❛✐& ❝❡//❡ ❢♦✐&✱ ❧✬❤❡✉,✐&/✐2✉❡ ❡&/
♠✐&❡ ❡♥ C✉✈,❡ ❛♣,D& 2✉❡ ❧❡ &)2✉❡♥❝❡♠❡♥/ ❞❡& />❝❤❡& ❞❡ /,❛✐/❡♠❡♥/ ❛✐/ )/) ,)❛❧✐&) ♣❛, ❧❛
♣,♦❝)❞✉,❡ ❙❇◆ ♠♦❞✐✜)❡ ♣✉✐& ,)♣❛,) &✐ ❜❡&♦✐♥✳
▲❡ ♣,✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❤❡✉,✐&/✐2✉❡ ❍ ❡&/ ❞♦♥❝ ❧❡ &✉✐✈❛♥/ ✿ = ❝❤❛2✉❡ )/❛♣❡✱ ♣❛,♠✐ /♦✉/❡& ❧❡&
/>❝❤❡& ❞❡ /,❛♥&♣♦,/ ♥♦♥ ❛✛❡❝/)❡&✱ ♦♥ ❝❤♦✐&✐/ ❧❛ />❝❤❡ ❞❡ /,❛♥&♣♦,/ ❛②❛♥/ ❧❛ ♣❧✉& ♣❡/✐/❡ ❞❛/❡
❞❡ ❞)❜✉/ ❛✉ ♣❧✉& /?/✳ ❈❡//❡ />❝❤❡ ❡&/ ❛✛❡❝/)❡ = ❧❛ ,❡&&♦✉,❝❡ ❞❡ /,❛♥&♣♦,/ ❞✐&♣♦♥✐❜❧❡ ❡/
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ,)❛❧✐&❡, ❧❡ ♣❧✉& /?/✳ ❊♥&✉✐/❡✱ ♣❛,♠✐ /♦✉/❡& ❧❡& />❝❤❡& ❞❡ /,❛♥&♣♦,/ 2✉✐ &♦♥/ ❞)❥=
❛✛❡❝/)❡&✱ ♦♥ ❛,❜✐/,❡ ✐/),❛/✐✈❡♠❡♥/ ❧❡& ❞✐&❥♦♥❝/✐♦♥& ❛&&♦❝✐)❡&✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥& ❧✬❤❡✉,✐&/✐2✉❡
❍❆✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛, ❛,❜✐/,❡, ❧❛ ❞✐&❥♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① />❝❤❡& ♣♦✉, ❧❛2✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣,❡♠✐D,❡
/>❝❤❡ ❛ ❧❛ ♣❧✉& ♣❡/✐/❡ ❞❛/❡ ❞❡ ❞)❜✉/ ❛✉ ♣❧✉& /?/✳ ❆♣,D& ❝❤❛2✉❡ ❛,❜✐/,❛❣❡✱ ♦♥ )✈❛❧✉❡ ❧❡ ❣,❛♣❤❡
,)&✉❧/❛♥/✳ ▲❛ ♣,♦❝)❞✉,❡ ❝♦♥/✐♥✉❡ = ❛✛❡❝/❡, ♣✉✐& ❛,❜✐/,❡, ❧❡& />❝❤❡& ❞❡ /,❛♥&♣♦,/ ❥✉&2✉✬=
❝❡ 2✉✬❡❧❧❡& &♦✐❡♥/ /♦✉/❡& ❛✛❡❝/)❡& ❡/ 2✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐/ ♣❧✉& ❞❡ ❞✐&❥♦♥❝/✐♦♥&✳ ❈❡//❡ ♣,♦❝)❞✉,❡ ❡&/
❞)/❛✐❧❧)❡ ❞❛♥& ❧✬❛❧❣♦,✐/❤♠❡ ✾✳
❖♥ ,❡♠❛,2✉❡ 2✉❡ ♥♦& ❤❡✉,✐&/✐2✉❡& ,)✲)✈❛❧✉❡♥/ ❧❡ ❣,❛♣❤❡ ♣❛, ❧✬❛❧❣♦,✐/❤♠❡ ❞❡ ❉❛♥/③✐❣
❝❤❛2✉❡ ❢♦✐& 2✉✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐&❥♦♥❝/✐♦♥ ❡&/ ❛,❜✐/,)❡✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐/) ❞❡ ❧✬)✈❛❧✉❛/✐♦♥
❞)♣❡♥❞ &/,✐❝/❡♠❡♥/ ❞❡ ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣,❛♣❤❡ ❣)♥),✐2✉❡✳ ◆♦/,❡ ❣,❛♣❤❡ ❣)♥),✐2✉❡ ❝♦♥/✐❡♥/ ♣❧✉&
❞❡ ♥C✉❞& 2✉❡ ❧❡& ❛✉/,❡& ❣,❛♣❤❡& ❞✐&❥♦♥❝/✐❢&✳ U♦✉, ,)❞✉✐,❡ ❝❡//❡ ❝♦♠♣❧❡①✐/)✱ ❝❤❛2✉❡ ❢♦✐&
2✉✬✉♥❡ ❞✐&❥♦♥❝/✐♦♥ ❡&/ ❛,❜✐/,)❡ ✭TPij → TPi′j′✮✱ ❧✬)✈❛❧✉❛/✐♦♥ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣,❛♣❤❡ ❝♦✉,❛♥/
♥✬❡&/ ❡✛❡❝/✐✈❡♠❡♥/ ,)❛❧✐&)❡ 2✉❡ &✐ ❧✬❛,❝ ❛&&♦❝✐) ♥)❝❡&&✐/❡ ❞❡ ♠❡//,❡ = ❥♦✉, ❧❡& ❞❛/❡& ❞❡ ❞)❜✉/
❛✉ ♣❧✉& /?/ ❞❡ TPi′j′ ✳ ❈❡//❡ ❝♦♥❞✐/✐♦♥ &✬❡①♣,✐♠❡ ♣❛, ❧❛ ✈),✐✜❝❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥)❣❛❧✐/) ✿
us−ij+1 + σkl > t
−
i′j′ ✳
❈♦♠♣❛%❛✐'♦♥ ❡♥*%❡ ❧❡' ❞❡✉① ❤❡✉%✐'*✐0✉❡' ❍ ❡* ❍❆
▲❡& ❞❡✉① ❤❡✉,✐&/✐2✉❡& 2✉❡ ♥♦✉& ♣,♦♣♦&♦♥& &)2✉❡♥❝❡♥/ ♣,♦❣,❡&&✐✈❡♠❡♥/ ❧❡& />❝❤❡& ❞❡
/,❛♥&♣♦,/ ❡♥ ♣,❡♥❛♥/ ❡♥ ❝♦♠♣/❡ ❧❡& ❞❛/❡& ❞❡ ❞)❜✉/ ❛✉ ♣❧✉& /?/ ❞❛♥& ✉♥ ❣,❛♣❤❡ ❝♦✉,❛♥/✳
❍ ❡&/ ❞✬❛✉/❛♥/ ♣❧✉& ❡✣❝❛❝❡ 2✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ,❡&&♦✉,❝❡& ❞❡ /,❛♥&♣♦,/ ❡&/ ✐♠♣♦,/❛♥/✳ ◆♦✉&
❛✈♦♥& ❝♦♠♣❛,) ♥♦& ❞❡✉① ❤❡✉,✐&/✐2✉❡& &✉, ❧❛ ❜❛&❡ ❞✬✐♥&/❛♥❝❡& ❞❡ ❍❙U ♣,♦♣♦&)❡& ♣❛, ❬▼❛/❡♦
❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ❝♦,,❡&♣♦♥❞❛♥/ ❞♦♥❝ = ❞❡& ♣,♦❜❧D♠❡& &❛♥& &/♦❝❦✱ &❛♥& ❛//❡♥/❡✱ ❛✈❡❝ ❢❡♥[/,❡&
/❡♠♣♦,❡❧❧❡& ♣♦✉, ❧❡& ❞✉,)❡& ♦♣),❛/♦✐,❡&✳ ❈❡& ✐♥&/❛♥❝❡& ♦♥/ )/) ❣)♥),)❡& ❡♥ ❢❛✐&❛♥/ ✈❛,✐❡,
❧❛ ✈✐/❡&&❡ ❞✉ ,♦❜♦/ ❡/ ❧❛ ❧❛,❣❡✉, ❞❡& ❢❡♥[/,❡& /❡♠♣♦,❡❧❧❡&✳ ❉❛♥& ❧❡✉, ❢♦,♠❡ ✐♥✐/✐❛❧❡✱ ❡❧❧❡&
❝♦♥&✐❞D,❡♥/ ✷ /②♣❡& ❞❡ ♣,♦❞✉✐/& ❡/ ✶ ,♦❜♦/✳ ◆♦✉& ❧❡& ❛✈♦♥& ♠♦❞✐✜)❡&✱ ❡♥ ❧❡& )/❡♥❞❛♥/ ❛✉
❝❛& = ✷ ,♦❜♦/&✳ ▲❡& /❡&/& ♦♥/ ♣♦,/) &✉, ✉♥ ❥♦❜ 4❤♦♣ ❛✈❡❝ ✺ ❝✉✈❡& ❡/ ✷✶ ❥♦❜4 ✭✶✵ ❞❡ ❝❤❛2✉❡
/②♣❡ ♣❧✉& ✉♥ ❞✉ ♣,❡♠✐❡, /②♣❡ ❞❡ ❥♦❜✮✳ ▲❡ /❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ ♠♦♥/,❡ ❧❡& ,)&✉❧/❛/& ♦❜/❡♥✉& ❛✈❡❝
❝❡& ❞❡✉① ❤❡✉,✐&/✐2✉❡&✱ &✉, ❧❛ ❜❛&❡ ❞❡ ❞✐① ❡①)❝✉/✐♦♥& ♣❛, ✐♥&/❛♥❝❡✳ U♦✉, ❧✬❤❡✉,✐&/✐2✉❡ ❍❆✱
♥♦✉& ❛✈♦♥& ❣)♥),) ❛❧)❛/♦✐,❡♠❡♥/ ❞❡& ❛✛❡❝/❛/✐♦♥& ✐♥✐/✐❛❧❡& ❞❡& ♦♣),❛/✐♦♥& ❞❡ /,❛♥&♣♦,/✳ ▲❡
/❡♠♣& ❞❡ ,)&♦❧✉/✐♦♥ ❡&/ ❡♥✈✐,♦♥ ❞✐① ♠✐♥✉/❡&✱ ❧✬❤❡✉,✐&/✐2✉❡ ❍ ❡&/ ❧)❣D,❡♠❡♥/ ♣❧✉& ❧♦♥❣ 2✉❡
❍❆ ✭✶✵✪✮✳
✹✳✸✳ #$♦❝'❞✉$❡ ❙❤✐❢/✐♥❣ ❇♦//❧❡♥❡❝❦ ❛♠'❧✐♦$'❡ ✽✸
❆❧❣♦$✐&❤♠ ✾ ❍❡✉%✐'(✐)✉❡ ❍ ✿ ❛✛❡❝(❛(✐♦♥ ❡( '0)✉❡♥❝❡♠❡♥( ❞❡' (3❝❤❡' ❞❡ (%❛♥'♣♦%(
❛♣♣❧✐)✉❡% ❧✬❛❧❣♦%✐(❤♠❡ ❞❡ ❉❛♥(③✐❣✭G✮ ♣♦✉% 0✈❛❧✉❡% ❧❡ ♣❧✉' ❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡♣✉✐' ❧❡ ♥>✉❞
❞❡ ❞0♣❛%( ❥✉')✉✬@ ❝❤❛)✉❡ ♥>✉❞ ❞❛♥' ❧❡ ❣%❛♣❤❡✳
❝❛❧❝✉❧❡% ❧❡' ❞❛(❡' ❞❡ ❞✐'♣♦♥✐❜✐❧✐(0 ♣♦✉% ❝❤❛)✉❡ %❡''♦✉%❝❡ ❞❡ (%❛♥'♣♦%(✳
❝❧❛''❡% ❧❡' (3❝❤❡' ❞❡ (%❛♥'♣♦%( ♣❛% ♦%❞%❡ ❝%♦✐''❛♥( ❞❡ ❧❡✉% ❞❛(❡ ❞❡ ❞0❜✉( ❛✉ ♣❧✉' (C( ✭❧❛
❧♦♥❣✉❡✉% ❞✉ ♣❧✉' ❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡♣✉✐' ❧❡ ♥>✉❞ ❞❡ ❞0♣❛%( ❥✉')✉✬@ ❝❤❛)✉❡ ♥>✉❞✮
$❡♣❡❛&
❢♦$ ❝❤❛)✉❡ (3❝❤❡ ❞❛♥' ❧✬♦%❞%❡ ❝%♦✐''❛♥( ❞♦
✐❢ ❝❡((❡ (3❝❤❡ ♥✬❡'( ♣❛' ❡♥❝♦%❡ ❛✛❡❝(0❡ &❤❡♥
❛✛❡❝(❡% ❧❛ (3❝❤❡ '✉% ❧❛ %❡''♦✉%❝❡ ❞❡ (%❛♥'♣♦%( )✉✐ ♣❡%♠❡( ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡% ❛✉
♣❧✉' (C( ✭❧❛ ❞❛(❡ ❞❡ ❞✐'♣♦♥✐❜✐❧✐(0 ♣❧✉' ❧❡ (❡♠♣' ❞❡ (%❛♥'♣♦%( @ ✈✐❞❡✮




♣♦✉% ❝❤❛)✉❡ %❡''♦✉%❝❡ ❞❡ (%❛♥'♣♦%(✱ ❝❧❛''❡% ❧❡' (3❝❤❡' )✉✐ ② '♦♥( ❛✛❡❝(0❡' ♣❛% ♦%❞%❡
❝%♦✐''❛♥(
❢♦$ ❝❤❛)✉❡ %❡''♦✉%❝❡ ❞❡ (%❛♥'♣♦%( ❞♦
❞❛♥' '❛ '0)✉❡♥❝❡ ✭♦%❞%❡ ❝%♦✐''❛♥(✮ ❞❡ (3❝❤❡' ❛✛❡❝(0❡'✱ (%♦✉✈❡% ❧❛ ♣%❡♠✐H%❡ ❞✐'❥♦♥❝✲
(✐♦♥ ♥♦♥ ♦%✐❡♥(0❡ ❞♦♥( ❧❛ ♣%❡♠✐H%❡ (3❝❤❡ ❛ ❧❛ ♣❧✉' ♣❡(✐(❡ ❞❛(❡ ❞❡ ❞0❜✉( ♣❧✉' (C(
❡♥❞ ❢♦$
✐❢ (♦✉(❡' ❧❡' (3❝❤❡' '♦♥( ❛✛❡❝(0❡' ❡( ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉' ❞❡ ❞✐'❥♦♥❝(✐♦♥ &❤❡♥
$❡&✉$♥ G
❡❧1❡
♣❛%♠✐ (♦✉(❡' ❧❡' ♣%❡♠✐H%❡' ❞✐'❥♦♥❝(✐♦♥' ❞❡ ❝❤❛)✉❡ %❡''♦✉%❝❡ ❞❡ (%❛♥'♣♦%(✱ ❛%❜✐(%❡%
❧❛ ❞✐'❥♦♥❝(✐♦♥ ✭♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ TPij → TPi′j′✮ ❞♦♥( ❧❛ ♣%❡♠✐H%❡ (3❝❤❡ ❛ ❧❛ ♣❧✉' ♣❡(✐(❡
❞❛(❡ ❞❡ ❞0❜✉( ♣❧✉' (C(
✐❢ us−ij+1 + σkl > t
−
i′j′ ✭PJij+1k = 1, PJi′j′l = 1✮ &❤❡♥
❛♣♣❧✐)✉❡% ❧✬❛❧❣♦%✐(❤♠❡ ❞❡ ❉❛♥(③✐❣
✐❢ G ❝♦♥(✐❡♥( ✉♥ ❝✐%❝✉✐( ♣♦'✐(✐❢ ✭❉❛♥(③✐❣ ✭G✮ ❂ −1✮ &❤❡♥
❡♥❧❡✈❡% ❝❡( ❛%❝
❛❥♦✉(❡% ❧✬❛%❝ ✐♥✈❡%'❡




♠❡((%❡ @ ❥♦✉% ❧❡' ❞❛(❡' ❞❡ ❞✐'♣♦♥✐❜✐❧✐(0 ❞❡' %❡''♦✉%❝❡' ❞❡ (%❛♥'♣♦%(




✽✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❙+,✉❡♥❝❡♠❡♥%
❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛*❛✐,♦♥ ❞❡, ❤❡✉*✐,2✐3✉❡, ❍ ❡2 ❍❆ ♣♦✉*
❧❡, ✐♥,2❛♥❝❡, ❞❡ ❬▼❛2❡♦ ❛♥❞ ❈♦♠♣❛♥②,✱ ✷✵✵✼❪ ❛✈❡❝ ✺ ❝✉✈❡,✱
✷✶ ❥♦❜, ❡2 ✷ *♦❜♦2,
■♥"#✳ Cmax Cmax Gap% ■♥"#✳ Cmax Cmax Gap%
CHA CH CHA CH
✺✶ ✷✾✺✶ ✷✾✵✵ ✲✶✱✼✸ ✺✶✻ ✹✶✻✹ ✸✼✹✷ ✲✶✵✱✶✸
✺✷ ✷✾✼✹ ✷✼✸✻ ✲✽✱✵✵ ✺✶✼ ✸✷✾✷ ✷✼✶✹ ✲✶✼✱✺✻
✺✸ ✹✶✸✹ ✸✺✸✺ ✲✶✹✱✹✾ ✺✶✽ ✸✹✻✷ ✸✵✵✹ ✲✶✸✱✷✸
✺✹ ✸✵✼✸ ✷✹✺✸ ✲✷✵✱✶✽ ✺✶✾ ✸✻✵✻ ✸✷✵✽ ✲✶✶✱✵✹
✺✺ ✸✻✶✹ ✷✺✾✽ ✲✷✽✱✶✶ ✺✷✵ ✸✹✹✵ ✸✵✹✵ ✲✶✶✱✻✸
✺✻ ✸✹✻✹ ✸✷✽✺ ✲✺✱✶✼ ✺✷✶ ✸✸✵✺ ✷✾✶✻ ✲✶✶✱✼✼
✺✼ ✹✸✽✶ ✸✼✽✷ ✲✶✸✱✻✼ ✺✷✷ ✹✻✸✶ ✸✾✹✻ ✲✶✹✱✼✾
✺✽ ✷✾✷✷ ✷✼✵✹ ✲✼✱✹✻ ✺✷✸ ✺✵✸✽ ✹✺✼✵ ✲✾✱✷✾
✺✾ ✸✷✻✼ ✷✾✷✷ ✲✶✵✱✺✻ ✺✷✹ ✷✽✾✵ ✷✼✺✼ ✲✹✱✻✵
✺✶✵ ✷✾✹✹ ✷✾✷✶ ✲✵✱✼✽ ✺✷✺ ✸✾✻✷ ✸✽✼✻ ✲✷✱✶✼
✺✶✶ ✹✹✶✵ ✸✾✵✶ ✲✶✶✱✺✹ ✺✷✻ ✹✷✷✶ ✸✺✺✶ ✲✶✺✱✽✼
✺✶✷ ✷✸✶✷ ✷✸✶✷ ✵✱✵✵ ✺✷✼ ✸✹✺✼ ✷✾✾✾ ✲✶✸✱✷✺
✺✶✸ ✸✷✸✺ ✷✼✼✷ ✲✶✹✱✸✶ ✺✷✽ ✷✼✺✻ ✷✺✽✻ ✲✻✱✶✼
✺✶✹ ✸✻✷✶ ✷✼✶✽ ✲✷✹✱✾✹ ✺✷✾ ✸✸✶✶ ✸✶✺✻ ✲✹✱✻✽
✺✶✺ ✷✽✺✷ ✷✺✸✷ ✲✶✶✱✷✷ ✺✸✵ ✺✷✾✺ ✺✵✼✷ ✲✹✱✷✶
Gap = (CH − CHA)/CHA
▲❡, *E,✉❧2❛2, ❡♥ 2❡*♠❡, ❞❡ Cmax ♠♦♥2*❡♥2 ❞❡, ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡, ❞❡ ❧✬❤❡✉*✐,2✐3✉❡ ❍ ,✉♣E*✐❡✉*❡,
H ❝❡❧❧❡, ❞❡ ❍❆✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✵✱✼✺✪ ✭❡♥2*❡ ✵ ❡2 ✷✽✱✶✶✪ ,✉✐✈❛♥2 ❧❡, ❝❛,✮✳ ▲✬❤❡✉*✐,2✐3✉❡
❍ ,❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❡✛❡❝2✐✈❡♠❡♥2 ♠❡✐❧❧❡✉*❡ 3✉❡ ❍❆ ♣♦✉* ❧❡, ❝❛, ❛✈❡❝ ♣❧✉,✐❡✉*, *❡,,♦✉*❝❡,
❞❡ 2*❛♥,♣♦*2 ❡2 ❧❡, ♣*♦❜❧M♠❡, ❧❡, ♣❧✉, ❝♦♥2*❛✐♥2, ✭,❛♥, ,2♦❝❦ ❡2 ❛✈❡❝ ❞✉*E❡, ♦♣E*❛2♦✐*❡,
❜♦*♥E❡,✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥2✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ♦♣2E ♣♦✉* ❧✬❤❡✉*✐,2✐3✉❡ ❍✳ ❉❛♥, ❧❛ ,✉✐2❡ ❞✉ ♠E♠♦✐*❡✱
❧♦*,3✉❡ ♥♦✉, ❢❡*♦♥, *E❢E*❡♥❝❡ H ♥♦2*❡ ♣*♦❝E❞✉*❡ ❙❇◆✱ ❝❡❧❛ ,✐❣♥✐✜❡*❛ ❧❡ ❙❇◆ ♠♦❞✐✜E ❛✈❡❝
*E♣❛*❛2✐♦♥ ❡2 ❧✬❤❡✉*✐,2✐3✉❡ ❍✳ ❈❡❧❛ ❝♦**❡,♣♦♥❞ ❛✉ ,❝❤E♠❛ ❣E♥E*❛❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉*❡ ✹✳✾✳
✹✳✸✳✸ ❈❛% ♣❛'(✐❝✉❧✐❡'% ♣♦✉' ❧❡% ♣'♦❜❧0♠❡% %❛♥% %(♦❝❦❛❣❡
●❛♠♠❡$ ♣❛&'✐❡❧❧❡♠❡♥' ✐❞❡♥'✐,✉❡$
❈❡*2❛✐♥❡, ❣❛♠♠❡, ♣❡✉✈❡♥2 W2*❡ ♣❛*2✐❡❧❧❡♠❡♥2 ✐❞❡♥2✐3✉❡, ❡♥ 2❡*♠❡, ❞✬♦*❞*❡ ❞❡ ✈✐,✐2❡ ❞❡,
*❡,,♦✉*❝❡, ❞❡ 2*❛✐2❡♠❡♥2✳ ▲❡ ♣*♦❜❧M♠❡ ❞✬♦*❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥2 ❞❛♥, ❝❡ ❣*♦✉♣❡ ❞❡ *❡,,♦✉*❝❡, ❡,2
❛❧♦*, ,✐♠✐❧❛✐*❡ H ✉♥ ♣*♦❜❧M♠❡ ❞❡ 2②♣❡ ✢♦✇4❤♦♣✳ X❛* ❛✐❧❧❡✉*,✱ ,✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛, ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐2E ,✉*
❧❡, ♠❛❝❤✐♥❡, ✭✉♥❡ ,❡✉❧❡ *❡,,♦✉*❝❡ ❞❡ 2*❛✐2❡♠❡♥2 ♣♦,,✐❜❧❡ ♣❛* 2[❝❤❡✮✱ ❛❧♦*, ❧❡, ♣*♦❞✉✐2, ♥❡
♣❡✉✈❡♥2 ♣❛, ,❡ ❞♦✉❜❧❡* ,✉* ❝❡22❡ ♣♦*2✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛2❡❧✐❡*✱ ❡2 ❧❡, ,E3✉❡♥❝❡, ,✉* ❝❡, *❡,,♦✉*❝❡, ,♦♥2
❧❡, ♠W♠❡, ✭❝❛, ❞✬✉♥ ♦*❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥2 ❞❡ ♣❡*♠✉2❛2✐♦♥✮✳ ❈❡ ❝❛, ,❡ *❡♥❝♦♥2*❡ ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡
❞❛♥, ❧❡, ❛2❡❧✐❡*, ❞❡ 2*❛✐2❡♠❡♥2 ❞❡ ,✉*❢❛❝❡ ♦✉ ❞❛♥, ❝❡*2❛✐♥❡, ❝❡❧❧✉❧❡, *♦❜♦2✐,E❡, ❞❡ ❧✬✐♥❞✉,2*✐❡
❛❣*♦✲❛❧✐♠❡♥2❛✐*❡✳
▲❛ *❡♠❛*3✉❡ ♣*E❝E❞❡♥2❡ ❡,2 ✈*❛✐❡ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞❡ ♣*♦❜❧M♠❡, ❛✈❡❝ ❝♦♥2*❛✐♥2❡, ❞❡ ♥♦♥ ❛22❡♥2❡
✹✳✸✳ #$♦❝'❞✉$❡ ❙❤✐❢/✐♥❣ ❇♦//❧❡♥❡❝❦ ❛♠'❧✐♦$'❡ ✽✺
❡# ❞❡ ❝❛♣❛❝✐#) ✉♥✐#❛✐,❡ ❞❡- ,❡--♦✉,❝❡-✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡-# ♣❧✉- -✐ ♣❧✉-✐❡✉,- ♠❛❝❤✐♥❡- ♣❡✉✈❡♥# 6#,❡
❛✛❡❝#)❡- 8 ✉♥❡ ♠6♠❡ #9❝❤❡✱ ❡# ❡♥ ❝❛- ❞❡ ❢❡♥6#,❡- #❡♠♣♦,❡❧❧❡- ❛✉#♦,✐-❛♥# ❞❡- #❡♠♣- ❡✛❡❝#✐❢-
❞✐✛),❡♥#-✳ ❈❡❧❛ ❛✉#♦,✐-❡ ❡♥ ❡✛❡# ✉♥ ❞)♣❛--❡♠❡♥# ❞❡- ♣,♦❞✉✐#-✳ ❉❛♥- ❧❡ ❝❛- ♣❧✉- ❣)♥),❛❧
❞✬✉♥ ❥♦❜ 9❤♦♣ ❛✈❡❝ -#♦❝❦❛❣❡ ✐❧❧✐♠✐#)✱ ❝❡##❡ ❤②♣♦#❤A-❡ ♥✬❡-# ♣❛- ✈),✐✜)❡ ♥♦♥ ♣❧✉-✳
◗✉❛♥❞ ❧❛ -)D✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ,❡--♦✉,❝❡ ❡-# ✜①)❡✱ ❧❛ ♣,♦♣❛❣❛#✐♦♥ ❞❡- ❛,❝- ❧✐)- ❛✉① ❣❛♠♠❡-
♣❛,#✐❡❧❧❡- ✐❞❡♥#✐D✉❡-✱ ♣❡✉# -❡ ❢❛✐,❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛F♦♥- ❞✐✛),❡♥#❡- ✿
✕ ♣,♦♣❛❣❛#✐♦♥ ✶ ✿ ♦♥ ❞)#❡,♠✐♥❡ ❧❡- ❣❛♠♠❡- ♣❛,#✐❡❧❧❡- ✐❞❡♥#✐D✉❡- ❛--♦❝✐)❡- 8 ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡
❞❡- #,❛✈❛✉①✳ ❖♥ ❛,❜✐#,❡ ❛❧♦,- ❧❡- ❞✐-❥♦♥❝#✐♦♥- ❞❡- ❥♦❜9 ❛--♦❝✐)- ♣♦✉, ❧❛ ,❡--♦✉,❝❡
❝♦♥❝❡,♥)❡ ❀
✕ ♣,♦♣❛❣❛#✐♦♥ ✷ ✿ ❧❛ -)D✉❡♥❝❡ ✜①)❡ ♣♦✉, ✉♥❡ ,❡--♦✉,❝❡ ❞♦✐# 6#,❡ ♣,♦♣❛❣)❡ ❛✉① ❛✉#,❡-
,❡--♦✉,❝❡-✱ ❝❤❛D✉❡ ❢♦✐- D✉✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛,❝ ❡-# ❛❥♦✉#) ❛✉ ❣,❛♣❤❡✳ ▲❛ ♣,♦♣❛❣❛#✐♦♥ -❡ ❢❛✐#
❡♥ ❞❡✉① )#❛♣❡- ✿ ♣,♦♣❛❣❛#✐♦♥ ❡♥ ❛,,✐A,❡ ❡# ♣,♦♣❛❣❛#✐♦♥ ❡♥ ❛✈❛♥#✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛#❡❧✐❡, 8 ✸ #,❛✈❛✉① ❡# ✹ ♠❛❝❤✐♥❡-✳
❚!❛✈❛✐❧ ✶ ❚!❛✈❛✐❧ ✷ ❚!❛✈❛✐❧ ✸
❚)❝❤❡ ▼❛❝❤✐♥❡ ❇♦!♥❡1 ❞❡ ❚)❝❤❡ ▼❛❝❤✐♥❡ ❇♦!♥❡1 ❞❡ ❚)❝❤❡ ▼❛❝❤✐♥❡ ❇♦!♥❡1 ❞❡
❞✉!4❡ ❞✉!4❡ ❞✉!4❡
✶ M1 ❬✷✱ ✹❪ ✶ M1 ❬✶✱✹❪ ✶ M2 ❬✸✱✹❪
✷ M2 ❬✹✱ ✺❪ ✷ M2 ❬✷✱✸❪ ✷ M3 ❬✷✱✹❪
✸ M3 ❬✹✱ ✻❪ ✸ M3 ❬✷✱✺❪ ✸ M4 ❬✸✱✺❪
✹ M4 ❬✹✱ ✻❪
R♦✉, ✐❧❧✉-#,❡, ❧❛ ♠)#❤♦❞❡ ❞❡ ♣,♦♣❛❣❛#✐♦♥ ✶✱ ♦♥ ♣,❡♥❞ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ #❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸✱ ❝♦,✲
,❡-♣♦♥❞❛♥# 8 ✉♥ ❛#❡❧✐❡, 8 #,♦✐- ❥♦❜9 ❡# D✉❛#,❡ ♠❛❝❤✐♥❡-✱ -✉, ❧❡D✉❡❧ ❛✉❝✉♥ -#♦❝❦ ♥✬❡-#
❛✉#♦,✐-)✳ ❚♦✉# ❞✬❛❜♦,❞✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛,❛♥# ❧❡- ❣❛♠♠❡- ❞❡ ❢❛❜,✐❝❛#✐♦♥ ❞❡ ❝❡- #,♦✐- #,❛✈❛✉①✱ ♦♥
#,♦✉✈❡ ❝✐✲❞❡--♦✉- #,♦✐- ❣❛♠♠❡- ♣❛,#✐❡❧❧❡- ✐❞❡♥#✐D✉❡- ❝♦♠♠✉♥❡- 8 ❝❡,#❛✐♥- #,❛✈❛✉① ✿
✕ ❣❛♠♠❡ ♣❛,#✐❡❧❧❡ ✶ ✿ M1 → M2 ♣♦✉, J1 ❡# J2
✕ ❣❛♠♠❡ ♣❛,#✐❡❧❧❡ ✷ ✿ M2 → M3 ♣♦✉, J1✱ J2 ❡# J3
✕ ❣❛♠♠❡ ♣❛,#✐❡❧❧❡ ✸ ✿ M3 → M4 ♣♦✉, J1 ❡# J3
❖♥ -✉♣♣♦-❡ D✉❡ ❧❡- #9❝❤❡- -✉, ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ M2 -♦♥# ,)❛❧✐-)❡- ❞❛♥- ❧✬♦,❞,❡ ✿ OP12 →
OP22 → OP31✳ ▲✬♦,❞,❡ ❞❡ ♣❛--❛❣❡ ❞❡- #,❛✈❛✉① -✉, ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ M2 ❡-# ✿ J1 → J2 → J3✳ ❖,
M2 ❡①✐-#❡ ❞❛♥- ❧❡- ❣❛♠♠❡- ♣❛,#✐❡❧❧❡- 1 ❡# 2✳ ❖♥ ♣,♦♣❛❣❡ ❞♦♥❝ ❧❡- ♦,❞,❡- ❛--♦❝✐)- -✉, ❧❡-
,❡--♦✉,❝❡- M1 ❡# M3 ✿ OP11 → OP21 ♣♦✉, M1✱ OP13 → OP23 → OP32 ♣♦✉, M3✳ ▲❛ ✜❣✉,❡
✹✳✶✵ ♠♦♥#,❡ ✉♥ ❣,❛♣❤❡ ❞✐-❥♦♥❝#✐❢ ❣)♥),✐D✉❡ -✉, ❧❡D✉❡❧ ❝❡- ♦,❞,❡- ♦♥# )#) ♣,♦♣❛❣)-✳ ◆♦#♦♥-
D✉❡✱ -✉, ❝❡ ❣,❛♣❤❡✱ #♦✉#❡- ❧❡- ❞✐-❥♦♥❝#✐♦♥- ♥✬♦♥# ♣❛- )#) ❛,❜✐#,)❡- ✭❛,❝ OP14 < − > OP33✮✳
❊♥ ♦✉#,❡✱ ❝❡ ❣,❛♣❤❡ ❡-# -✐♠♣❧✐✜) ♣❛, -♦✉❝✐ ❞❡ ❧✐-✐❜✐❧✐#) ✿ ♥♦✉- ♥✬❛✈♦♥- ♣❛- ,❡♣♦,#) ❧❡- ❛,❝-
❞✐-❥♦♥❝#✐❢- ❧✐)- ❛✉① #9❝❤❡- ❞❡ #,❛♥-♣♦,#✳
R♦✉, ❧❛ ♠)#❤♦❞❡ ❞❡ ♣,♦♣❛❣❛#✐♦♥ ✷✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♣,♦♣❛❣❡, #♦✉# ❞✬✉♥ ❝♦✉♣ ♣♦✉, #♦✉- ❧❡-
❛,❝- ♣♦--✐❜❧❡-✱ ♦♥ ✈),✐✜❡ ❧❡- ❛,❝- ✉♥ ♣❛, ✉♥ -✉✐✈❛♥# ❧❛ -)D✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ,❡--♦✉,❝❡✱ ❡# ♣♦✉,
❝❤❛D✉❡ ❛,❝✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐D✉❡ ❧❛ ♣,♦♣❛❣❛#✐♦♥ ❡♥ ❛✈❛♥# ❡# ❡♥ ❛,,✐A,❡ #❛♥# D✉❡ ❝✬❡-# ♣♦--✐❜❧❡ ✭❞♦♥❝
-✉, ❧❡- #9❝❤❡- ❡♥ ❛♠♦♥# ❡# ❡♥ ❛✈❛❧✮✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉- )✈✐#❡ ❞✬❛♥❛❧②-❡, ❧❡- ❣❛♠♠❡- 8 ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ▲❛
♣,♦❝)❞✉,❡ ❞❡ ♣,♦♣❛❣❛#✐♦♥ ✷ ❡-# ❞)❝,✐#❡ ❞❛♥- ❧✬❛❧❣♦,✐#❤♠❡ ✶✵✳
✽✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❙+,✉❡♥❝❡♠❡♥%
❆❧❣♦$✐&❤♠ ✶✵ "#♦❝&❞✉#❡ ❞❡ ♣#♦♣❛❣❛-✐♦♥ ✭♠&-❤♦❞❡ ✷✮ ❞❡5 ❛#❝5 6✉❛♥❞ ✉♥❡ 5&6✉❡♥❝❡ Seq
5✉# ❧❛ #❡55♦✉#❝❡ ❡5- ✜①&❡
❢♦$ ❝❤❛6✉❡ -:❝❤❡ OPij ❞❛♥5 Seq ❞♦
❢♦$ -♦✉-❡5 ❧❡5 -:❝❤❡5 OPkl ❛♣#;5 OPij ❞❛♥5 Seq ✭OPij → OPkl✮ ❞♦
✴✴♣#♦♣❛❣❛-✐♦♥ ❡♥ ❛✈❛♥-
✐❢ j < Oi ❡- l < Ok &❤❡♥
x = min{Oi, Oj}
q = l + 1
❢♦$ p ❞❡ j + 1 > x ❞♦
✐❢ OPip ❡- OPkq 5♦♥- -#❛✐-&❡5 ♣❛# ❧❛ ♠?♠❡ #❡55♦✉#❝❡ &❤❡♥








✐❢ j > 1 ❡- l > 1 &❤❡♥
q = l − 1
x = min(j, l)
❢♦$ p ❞❡ j − 1 > j − x+ 1 ❞♦
✐❢ OPip ❡- OPkq 5♦♥- -#❛✐-&❡5 ♣❛# ❧❛ ♠?♠❡ #❡55♦✉#❝❡ &❤❡♥
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✵ ✕ ●(❛♣❤❡ ❞✐/❥♦♥❝4✐❢ ❣7♥7(✐8✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡/ ❛(❝/ ♣(♦♣❛❣7/ ♣♦✉( ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉
4❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸
●❛♠♠❡$ ✐❞❡♥(✐)✉❡$
▲♦(/8✉❡ 4♦✉4❡/ ❧❡/ ❣❛♠♠❡/✱ ♦✉ ❝❡(4❛✐♥❡/ ❣❛♠♠❡/✱ /♦♥4 4♦4❛❧❡♠❡♥4 ✐❞❡♥4✐8✉❡/✱ ✐❧ ❡/4
♣♦//✐❜❧❡ ❞❡ ❣7♥7(❛❧✐/❡( ❧❛ ♣(♦❝7❞✉(❡ ❞❡ ♣(♦♣❛❣❛4✐♦♥ ♣(7❝7❞❡♥4❡✳ ❈❡❧❛ (❡✈✐❡♥4 D ♦(❞♦♥✲
♥❛♥❝❡( ✿
✕ /♦✐4 ❧❡/ 4G❝❤❡/ /✉( ❧❡/ (❡//♦✉(❝❡/ ❞❡ 4(❛♥/♣♦(4✱ /✐ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ♣(♦❞✉✐4/ ❡/4 ✉♥✐❞✐(❡❝4✐♦♥♥❡❧
✭♣❛/ ❞❡ (❡//♦✉(❝❡/ ♠✉❧4✐❢♦♥❝4✐♦♥/✮ ❀
✕ /♦✐4 ❧❡/ 4G❝❤❡/ ❞❡/ (❡//♦✉(❝❡/ ❞❡ 4(❛♥/♣♦(4 ❡4 ❞❡/ (❡//♦✉(❝❡/ ❞❡ 4(❛✐4❡♠❡♥4 ♠✉❧4✐❢♦♥❝✲
4✐♦♥/ ✭♣(♦❜❧L♠❡ (7✲❡♥4(❛♥4✮✱ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❝♦♥4(❛✐(❡✳
❯♥❡ ❛✉4(❡ ❡①♣❧♦✐4❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣(7/❡♥❝❡ ❞❡ ❣❛♠♠❡/ ✐❞❡♥4✐8✉❡/ ❡/4 ❞❡ ❝♦♥4(N❧❡( ❧❡ ♥♦♠❜(❡
❞❡ 4(❛✈❛✉① /✐♠✉❧4❛♥7/ ❞❛♥/ ❧❡/ ❛4❡❧✐❡(/✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡/ ♦♣7(❛4✐♦♥/ /✉✐✈❡♥4 ❧❡ ♠O♠❡ ♦(❞(❡ ❞❡
♣❛//❛❣❡ /✉( ❧❡/ (❡//♦✉(❝❡/ ❞❡ 4(❛✐4❡♠❡♥4✱ ❧❡/ 4(❛✈❛✉① ❡♥4(❛♥4 ♣❧✉/ 4N4 /✉( ❧✬❛4❡❧✐❡( ❡♥ /❡(♦♥4
/♦(4✐/ 7❣❛❧❡♠❡♥4 ♣❧✉/ 4N4✳ ▲✬♦(❞(❡ ❞✬❡♥4(7❡ /✉( ❧❛ ♣(❡♠✐L(❡ (❡//♦✉(❝❡ /❡(❛ ❛✉//✐ ❧✬♦(❞(❡
❞❡ /♦(4✐❡ ❞❡/ ♣(♦❞✉✐4/✳ ▲❡ ♥♦♠❜(❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ 4(❛✈❛✉① Js ♣(7/❡♥4/ /✐♠✉❧4❛♥7♠❡♥4 /✉(
❧✬❛4❡❧✐❡( ♥❡ ❞7♣❛//❡ ❞♦♥❝ ♣❛/ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ (❡//♦✉(❝❡/ ❞❡ 4(❛✐4❡♠❡♥4 |M | ♠♦✐♥/ ✶✳ ❊♥ ❡✛❡4✱
Js ≤ (|M |−1) /✐❣♥✐✜❡ 8✉✬✐❧ ② ❛ 4♦✉❥♦✉(/ ❛✉ ♠♦✐♥/ ✉♥❡ (❡//♦✉(❝❡ ❧✐❜(❡ ♣♦✉( 8✉❡ ❧❡/ 4(❛✈❛✉①
♣✉✐//❡♥4 /❡ ❞7♣❧❛❝❡( ❡4 O4(❡ 4(❛✐47/✳ ❉❛♥/ ❝❡ ❝❛/✱ ♦♥ ♣❡✉4 ❛❥♦✉4❡( ❛✉ ❣(❛♣❤❡ ❣7♥7(✐8✉❡ ❞❡/
❛(❝/ ❛❞❞✐4✐♦♥♥❡❧/ 8✉✐ 4(❛❞✉✐/❡♥4 ❝❡44❡ ❤②♣♦4❤L/❡ ❡4 ❧✐♠✐4❡♥4 ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛4♦✐(❡ ❞✉ ♣(♦❜❧L♠❡✳
▲❛ ✜❣✉(❡ ✹✳✶✶ ♠♦♥4(❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ✹ ♠❛❝❤✐♥❡/✱ ✹ ❥♦❜9 ❡4 ✹ ❣❛♠♠❡/ ✐❞❡♥4✐8✉❡/✳ ▲✬♦(❞(❡
❞✬❡♥4(7❡ ❞❡/ 4(❛✈❛✉① ❡/4 ✿ J1 → J2 → J3 → J4✳ ❉✬❛✉4(❡ ♣❛(4✱ ♦♥ ♣(❡♥❞ ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡ Js = 2✳
❉♦♥❝ J3 ♥❡ ♣❡✉4 ❝♦♠♠❡♥❝❡( 8✉❡ 8✉❛♥❞ J1 ❡/4 ✜♥✐✱ J4 ♥❡ ♣❡✉4 ❝♦♠♠❡♥❝❡( 8✉❡ 8✉❛♥❞ J2
❡/4 ✜♥✐✳ ❉❡✉① ❛(❝/ /✉♣♣❧7♠❡♥4❛✐(❡/ ♣❡✉✈❡♥4 ❞♦♥❝ O4(❡ ❛❥♦✉47/ ✿ ❞❡♣✉✐/ ❧❛ ✜♥ ❞❡ J1 ✈❡(/ ❧❡
❞7❜✉4 ❞❡ J3 ❡4 ❞❡♣✉✐/ ❧❛ ✜♥ ❞❡ J2 ✈❡(/ ❧❡ ❞7❜✉4 ❞❡ J4✳
■❧ ❡/4 ♣♦//✐❜❧❡ 8✉✬♦♥ ♥❡ ♣✉✐//❡ ♣❛/ 4(♦✉✈❡( ❞❡ /♦❧✉4✐♦♥ ❢❛✐/❛❜❧❡ ❛✈❡❝ Js 4(❛✈❛✉① 4(❛✐47/
/✐♠✉❧4❛♥7♠❡♥4✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉4 /✬❡①♣❧✐8✉❡( ♣❛( ✉♥ ❛4❡❧✐❡( 4(♦♣ ❝❤❛(❣7✱ ♦✉ 8✉❛♥❞ ❝❡(4❛✐♥/ ❥♦❜9
❡♥4(❡♥4 4(♦♣ 4N4 ❡4✴♦✉ /✐ 4(♦♣ ♣❡✉ ❞❡ (❡//♦✉(❝❡/ ❞❡ 4(❛♥/♣♦(4 /♦♥4 ❞✐/♣♦♥✐❜❧❡/✳ ❉❛♥/ ❝❡
❝❛/✱ ✉♥❡ /♦❧✉4✐♦♥ ♣❡✉4 ❝♦♥/✐/4❡( D (7❞✉✐(❡ Js ❡4 ❝❤❡(❝❤❡( D ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡/ /78✉❡♥❝❡/ ❢❛✐/❛❜❧❡/✳
◆♦✉/ ♣♦✉✈♦♥/ ✐♥47❣(❡( ❧❛ ❝♦♥4(❛✐♥4❡ Js ❞❛♥/ ❧❛ ♣(♦❝7❞✉(❡ ❙❇◆ ♠♦❞✐✜7❡ ✭❝❢✳ ❧✬❛❧❣♦(✐4❤♠❡









UST11 DST11 UST14 DST14
OP21 TP21 OP24UST21 DST21 UST24 DST24
OP31 TP31 OP34UST31 DST31 UST34 DST34















❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✶ ✕ ❯♥ ❣'❛♣❤❡ ❞✐.❥♦♥❝2✐❢ ♦'✐❡♥24 ❛✈❡❝ ❞❡. ❛'❝. .✉♣♣❧4♠❡♥2❛✐'❡.✳
✶✶✮✳
❆❧❣♦$✐&❤♠ ✶✶ :'♦❝4❞✉'❡ ❙❇◆ ♠♦❞✐✜4❡ ✐♥24❣'❛♥2 ❧❛ ❝♦♥2'❛✐♥2❡ Js
Js← |M | − 1
$❡♣❡❛&
❧❛♥❝❡' ❧❛ ♣'♦❝4❞✉'❡ ❙❇◆ ♠♦❞✐✜4❡ ❡♥ ❛❥♦✉2❛♥2 ❧❡. ❛'❝. .✉♣♣❧4♠❡♥2❛✐'❡. ❛..♦❝✐4. ? Js
❞❛♥. ❧❡ ❣'❛♣❤❡ ❣4♥4'✐@✉❡ G ✭❧✬❛❧❣♦'✐2❤♠❡ ✻✮





✉♥&✐❧ Js = 0
❈❡22❡ ♣'♦❝4❞✉'❡ ♣❡✉2 .✬❡①4❝✉2❡' ❥✉.@✉✬? ❝❡ @✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ 2G❝❤❡. .✐♠✉❧2❛♥4❡. .♦✐2
4❣❛❧ ? ✉♥✳ ❖♥ ❡.2 ❛❧♦'. ❝❡'2❛✐♥ ❞✬♦❜2❡♥✐' ✉♥❡ .♦❧✉2✐♦♥ ❢❛✐.❛❜❧❡ ♠❛✐. ♣❛. ❢♦'❝4♠❡♥2 ♣❡'❢♦'✲
♠❛♥2❡✳ ▲❡. ❝❤❛♥❝❡. ❞✬❛✈♦✐' ✉♥❡ .♦❧✉2✐♦♥ ✐♥24'❡..❛♥2❡ ❞4♣❡♥❞❡♥2 ❞❡ ✿
✕ ❧❡. ❞♦♥♥4❡. ❞✉ ♣'♦❜❧L♠❡ ✿ ♠♦✐♥. ✐❧ ② ❛ ❞❡ ♠❛'❣❡ ❡♥2'❡ ❧❛ ❞❛2❡ ❛✉ ♣❧✉. 2N2 ❡2 ❧❛ ❞❛2❡
❛✉ ♣❧✉. 2❛'❞ ❞❡ ❧❛ 2G❝❤❡✱ ♠♦✐♥. ✐❧ ② ❛ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡. ❞❡ 2'♦✉✈❡' ✉♥❡ .4@✉❡♥❝❡ '4❛❧✐.❛❜❧❡ ❀
✕ ❧❛ 2❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣'♦❜❧L♠❡ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ 2'❛✈❛✉① ❡2 ❞✬♦♣4'❛2✐♦♥. ❞❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❀
✕ ❧❛ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ❞❡. ♣'♦❝4❞✉'❡. ❤❡✉'✐.2✐@✉❡. ✿ ❧❛ .4@✉❡♥❝❡ ♣'♦♣♦.4❡ ♣❛' ❧❛ 'L❣❧❡ ❊❉❉ ❀
❧✬❡✣❝❛❝✐24 ❞❡ ❧✬❤❡✉'✐.2✐@✉❡ ✉2✐❧✐.4❡ ✭❛❧❣♦'✐2❤♠❡ ❍ ♦✉ ❍❆✮✳
✹✳✸✳ #$♦❝'❞✉$❡ ❙❤✐❢/✐♥❣ ❇♦//❧❡♥❡❝❦ ❛♠'❧✐♦$'❡ ✽✾
❘❡""♦✉%❝❡" ❞❡ (%❛✐(❡♠❡♥( ♠✉❧(✐✲❢♦♥❝(✐♦♥"
❯♥❡ %❡&&♦✉%❝❡ ❞❡ +%❛✐+❡♠❡♥+ ❡&+ ♠✉❧+✐✲❢♦♥❝+✐♦♥& &✐ ♣❧✉&✐❡✉%& ♦♣3%❛+✐♦♥& ❞✬✉♥❡ ♠5♠❡
❣❛♠♠❡ ✉+✐❧✐&❡♥+ ❝❡++❡ %❡&&♦✉%❝❡✳ ❖♥ ♣❛%❧❡ ❛❧♦%& ❞❡ ♣%♦❜❧:♠❡ ❞✬♦%❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥+ %3✲❡♥+%❛♥+✳
▲❡& %❡&&♦✉%❝❡& ♠♦♥♦✲❢♦♥❝+✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥+ 5+%❡ ♦%❞♦♥♥❛♥❝3❡& ✉♥❡ ♣❛% ✉♥❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦%✐+❤♠❡ ✼✳
❈❤❛@✉❡ ♣%♦❜❧:♠❡ ❡&+ ❞❡ +②♣❡ 1|rj|Lmax ❛✈❡❝ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ n +C❝❤❡& ❞❡ +%❛✐+❡♠❡♥+ &✉% ❧❛
%❡&&♦✉%❝❡ ❛&&♦❝✐3❡✳ D♦✉% ❧❡& %❡&&♦✉%❝❡& ♠✉❧+✐✲❢♦♥❝+✐♦♥&✱ ❝❡ &❡%❛ ♣❧✉& ❝♦♠♣❧✐@✉3 ❡+ ✐❧ ② ❛✉%❛
♣❧✉& ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬♦❜+❡♥✐% ✉♥❡ &3@✉❡♥❝❡ ♥♦♥ %3❛❧✐&❛❜❧❡✳ D❛% ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥& ✉♥ +%❛✈❛✐❧ Ji✱
OPij ❡+ OPil &♦♥+ ❞❡✉① +C❝❤❡& @✉✐ ❞♦✐✈❡♥+ 5+%❡ +%❛✐+3❡& &✉% ❧❛ ♠5♠❡ %❡&&♦✉%❝❡ Mk ✭❛✈❡❝
❥❁❧✮✳ ❉❛♥& ✉♥ ❛✉+%❡ +%❛✈❛✐❧ Jp✱ ✉♥❡ +C❝❤❡ OPpq ❡&+ +%❛✐+3❡ &✉% Mk✳ ■❧ ❢❛✉+ ❞♦♥❝ ❞3+❡%♠✐♥❡%
✉♥ ♦%❞%❡ ♣❛%♠✐ ❝❡& +%♦✐& +C❝❤❡& ♣♦✉% Mk✳ ❙✉♣♣♦&♦♥& @✉❡ ❧❛ ❞✐&❥♦♥❝+✐♦♥ ❡♥+%❡ OPij ❡+ OPpq
❡&+ ❞3❥M ✜①3❡ ♣❛% ♣%♦♣❛❣❛+✐♦♥ ❞❡ ✿ OPij → OPpq✳ ■❧ %❡&+❡ ❞♦♥❝ ❧✬❛%❜✐+%❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐&❥♦♥❝+✐♦♥
❡♥+%❡ OPpq ❡+ OPil✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✷ ✐❧❧✉&+%❡ ❝❡+ ❡①❡♠♣❧❡✳
❚%❛✐+❡% OPpq ❛✈❛♥+ OPil ♣♦✉%%❛✐+ ❝♦♥❞✉✐%❡ M ❧✬❛♠3❧✐♦%❛+✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡7♣❛♥✱ &✐ ❝✬❡&+ ❢❛✐&✲
❛❜❧❡✳ ▲❛ ♣♦&&✐❜✐❧✐+3 ❞✬♦%✐❡♥+❡% ❧✬❛%❝ DSTpq → OPil ❞3♣❡♥❞ ❛✉ ♠♦✐♥& ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉% ❞❡♣✉✐&
OPil ❥✉&@✉✬M OPij✳ D❧✉& ❣3♥3%❛❧❡♠❡♥+✱ ❡❧❧❡ ❞3♣❡♥❞ ❞✉ ❢❛✐+ @✉❡ ❧❡ ❝✐%❝✉✐+ ❛&&♦❝✐3 ♥❡ &♦✐+












■❧ ② ❛ ❛❧♦%& ❞❡& ❝❤❛♥❝❡& @✉❡ ❧❛ &♦❧✉+✐♦♥ &♦✐+ %3❛❧✐&❛❜❧❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡&+ ♣❛& ❢❛✐&❛❜❧❡✳
■❧ ❡&+ ❧♦❣✐@✉❡ @✉❡✱ &✉% ✉♥❡ %❡&&♦✉%❝❡ ♠✉❧+✐✲❢♦♥❝+✐♦♥&✱ ♦♥ ♥❡ ♣✉✐&&❡ ♣❛& ❛❥♦✉+❡% ✉♥❡ +C❝❤❡
OPpq @✉✐ ❞✉%❡ +%♦♣ ❧♦♥❣+❡♠♣& ❡♥+%❡ ❞❡✉① +C❝❤❡& OPij ❡+ OPil✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❝❡❧❛ ✐♥❞✉✐%❛✐+ ❧❡
♥♦♥ %❡&♣❡❝+ ❞❡ ❧❛ ❞❛+❡ ❧✐♠✐+❡ ♣♦✉% OPil✳ ■❧ ❡&+ M ♥♦+❡% @✉✬✐❝✐✱ ♥♦✉& ♥❡ ♣%❡♥♦♥& ♣❛& ❡♥
❝♦♠♣+❡ ❧❡& %✐&@✉❡& ❞✬❛✈♦✐% ✉♥ ❝✐%❝✉✐+ ♣♦&✐+✐❢ ❝❛✉&3 ♣❛% ❧❡& ❛✉+%❡& ❞✐&❥♦♥❝+✐♦♥& ♦%✐❡♥+3❡&✳ ❈❡
%✐&@✉❡ ❡&+ ❝❡%+❛✐♥❡♠❡♥+ ♣❧✉& ❞✐✣❝✐❧❡ M ♣%3✈♦✐%✳
❯♥❡ ❛✉+%❡ %❡♠❛%@✉❡ ❡&+ @✉❡ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞❡ ♣%♦❜❧:♠❡& ❛✈❡❝ &+♦❝❦❛❣❡ ✭❡+ ❡♥❝♦%❡ ♣❧✉&
&✐ ❝❡ &+♦❝❦❛❣❡ ❡&+ ✐♥✜♥✐✮✱ ❛❧♦%& ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛& ❞❡ ❝✐%❝✉✐+ ♣♦&✐+✐❢✱ ❝❡ @✉✐ &✐♠♣❧✐✜❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❧❡
♣%♦❜❧:♠❡✱ ❡♥+%❡ ❛✉+%❡& ❞❛♥& ❧✬3✈❛❧✉❛+✐♦♥ ❞❡& &♦❧✉+✐♦♥&✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❞❛♥& ❧✬3@✉❛+✐♦♥ ♣%3❝3❞❡♥+❡✱






ih)✮✱ ❡+ ✐❧ &✉✣+ @✉❡ &❛ ✈❛❧❡✉%
&♦✐+ &✉✣&❛♥+❡ ♣♦✉% @✉❡ ❧✬✐♥3❣❛❧✐+3 &♦✐+ +♦✉❥♦✉%& ✈3%✐✜3❡✳
❈♦♥❝❧✉"✐♦♥ "✉% ❝❡" ❝❛" ♣❛%(✐❝✉❧✐❡%"
◆♦✉& ❛✈♦♥& ✈✉ @✉❡ ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❣3♥3%✐@✉❡ ❞❡ +②♣❡ ❣%❛♣❤❡ ❞✐&❥♦♥❝+✐❢ @✉❡ ♥♦✉& ✉+✐❧✐&♦♥&✱
❡&+ ♣❧✉& ❞❡♥&❡ @✉❡ ❧❡& ❛✉+%❡& ❣%❛♣❤❡& ✉+✐❧✐&3& ❞❛♥& ❧❛ ❧✐++3%❛+✉%❡✱ ♣♦✉% ♣♦✉✈♦✐% %❡♣%3&❡♥+❡%
❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❝♦♥+%❛✐♥+❡& ❝♦♥&✐❞3%3❡& ✿ ♣❧✉& ❞✬❛%❝& ♣♦✉% ❧❡& +❡♠♣& ♠❛①✐♠❛✉①✱ ♣❧✉& ❞❡
♥Y✉❞& ✭♥♦+❛♠♠❡♥+ ♦♥ ❛❥♦✉+❡ ✉♥ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ♥Y✉❞& 3❣❛❧ M ❞❡✉① ❢♦✐& ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ +C❝❤❡& ❞❡
+%❛✐+❡♠❡♥+✱ ♣♦✉% ♣♦✉✈♦✐% ✐♥+3❣%❡% ❧❡& ❝♦♥+%❛✐♥+❡& ❞❡ &+♦❝❦❛❣❡ ♥✉❧ ♦✉ ✐♥✜♥✐✮✳ ❈❡❧❛ ✐♥❞✉✐+ ✉♥❡
❛✉❣♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐+3 ❡+ ❞✉ +❡♠♣& ❞❡ %3&♦❧✉+✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛%+✐❝✉❧✐❡% ♣♦✉% ❧❡& ✐♥&+❛♥❝❡&
❧❡& ♣❧✉& ❞✐✣❝✐❧❡& ✭&❛♥& ❛++❡♥+❡✱ &❛♥& &+♦❝❦✱ ❛✈❡❝ ❞✉%3❡& ❜♦%♥3❡&✮✳ ▲❡& ❝❛& ♣❛%+✐❝✉❧✐❡%& ❞❡ ❝❡&
✐♥&+❛♥❝❡& @✉❡ ♥♦✉& ❛✈♦♥& 3✈♦@✉3& ✐❝✐✱ ❡+ ♣♦✉% ❧❡&@✉❡❧& ♥♦✉& ❛✈♦♥& ♣%♦♣♦&3 ❞❡& ♣%♦❝3❞✉%❡&
❞❡ +%❛✐+❡♠❡♥+ &✉♣♣❧3♠❡♥+❛✐%❡&✱ ♦♥+ ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥+ ♣♦✉% ♦❜❥❡❝+✐❢ ❞✬❛❝❝3❧3%❡% ❧❛ %3&♦❧✉+✐♦♥✱
❡♥ ✐♥+3❣%❛♥+ ❞❛♥& ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❧❡& ♦❜&❡%✈❛+✐♦♥& ✐&&✉❡& ❞❡& ❝❛%❛❝+3%✐&+✐@✉❡& ❞✉ ♣%♦❜❧:♠❡✳
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✹✳✹✳ ❊①♣%&✐♠❡♥+❛+✐♦♥. ✾✸
♣❡$✐$❡ ❛✉❣♠❡♥$❡ ❧❛ ♣,♦❜❛❜✐❧✐$/ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡, 2✉, ❞❡2 2♦❧✉$✐♦♥2 ❡①♣❧♦,/❡2 ❛✉ ❝♦✉,2 ❞❡2 ✐$/,❛✲
$✐♦♥2 ♣,/❝/❞❡♥$❡2✳ ▲❡2 ❛✛❡❝$❛$✐♦♥2 ❡$ 2/8✉❡♥❝❡2 ✐♥✐$✐❛❧❡2 2✉, ❧❡2 ,❡22♦✉,❝❡2 2♦♥$ ❣/♥/,/❡2
❛❧/❛$♦✐,❡♠❡♥$✳ ◆♦$,❡ ♣,♦❣,❛♠♠❡ ❡2$ /❝,✐$ ❡♥ ❈✰✰ 2♦✉2 ❧✐♥✉①✱ ❡$ ✐❧ ❡2$ $❡2$/ 2✉, ✉♥ ❈=❯
❞❡ ✷✱✽●❍❩ ✭❆▼❉ =❤❡♥♦♠ ❳✷✮✳ ▲❡2 $❡♠♣2 ❞✬❡①/❝✉$✐♦♥ ✈❛,✐❡♥$ ❡♥$,❡ 8✉❡❧8✉❡2 ♠✐♥✉$❡2 ❡$
✉♥❡ ❤❡✉,❡ ♣♦✉, ❧❡ ❚❛❜♦✉✱ ❡$ ❥✉28✉✬O $,♦✐2 ❤❡✉,❡2 ♣♦✉, ❧❡ ❙❇◆✱ 2❡❧♦♥ ❧❡2 $❛✐❧❧❡2 ❞✬✐♥2$❛♥❝❡2✳
▲❡ ❞/$❛✐❧ ❞❡2 ,/2✉❧$❛$2 ♣♦✉, ❧❡2 8✉❛$,❡ ❝❧❛22❡2 ❞✬✐♥2$❛♥❝❡2 ❝♦♥2✐❞/,/❡2 ❡2$ ❢♦✉,♥✐ ❞❛♥2
❧❡2 $❛❜❧❡❛✉① ✹✳✺ O ✹✳✾✱ ❡♥ $❡,♠❡2 ❞❡ ♠❛❦❡.♣❛♥ ✭♥♦$/ ❈ ❞❛♥2 ❝❡2 $❛❜❧❡❛✉①✮ ❡$ ❞✬/❝❛,$ ❡♥$,❡
❧❡2 Cmax ❞❡2 2♦❧✉$✐♦♥2 ✭♥♦$/ ●❛♣✮✳ ▲❛ 2②♥$❤V2❡ ❞❡ ❝❡2 ,/2✉❧$❛$2 ❛♣♣❛,❛W$ ❞❛♥2 ❧❡ $❛❜❧❡❛✉
✹✳✶✷✳
❉❛♥2 ❝❡ ❞❡,♥✐❡, $❛❜❧❡❛✉✱ ❧❡2 ❞❡✉① ♠/$❤♦❞❡2 ❚❛❜♦✉ ❡$ ❙❇◆ ♠♦♥$,❡♥$ ❞❡2 ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡2
♠♦②❡♥♥❡2 2✐♠✐❧❛✐,❡2 ✭/❝❛,$ ,❡❧❛$✐❢ ♠♦②❡♥ ❡♥$,❡ ✵✱✼✷✪ ❡$ ✻✪✮✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡2 ❝❧❛22❡2✱ ❝✬❡2$ ❧✬✉♥❡
♦✉ ❧✬❛✉$,❡ ♠/$❤♦❞❡ 8✉✐ 2❡ ,/✈V❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉,❡✳ ▲✬❡①❛♠❡♥ ❞❡2 ,/2✉❧$❛$2 ♣❛, ❝❧❛22❡ ♥♦✉2 ♣❡,♠❡$
❞❡ ❞/❞✉✐,❡ ❧❡2 ♦❜2❡,✈❛$✐♦♥2 ❡$ ❛♥❛❧②2❡2 2✉✐✈❛♥$❡2 ✿
✲ ❝❧❛22❡ ✶ ✭$❛❜❧❡❛✉ ✹✳✺✮ ✿ ♥♦2 ❞❡✉① ♠/$❤♦❞❡2 ♥❡ ❞♦♥♥❡♥$ ♣❛2 ❞❡ $,V2 ❜♦♥2 ,/2✉❧$❛$2
♣♦✉, ❝❡2 ✐♥2$❛♥❝❡2✱ ❛❧♦,2 8✉✬❡❧❧❡2 2♦♥$ ♣❧✉2 ♣❡,❢♦,♠❛♥$❡2 ♣♦✉, ❧❡2 ❛✉$,❡2 ❝❧❛22❡2✳ ❈❡❝✐ 2✬❡①✲
♣❧✐8✉❡ ❡♥ ♣❛,$✐❡ ♣❛, ❧❡ ❢❛✐$ 8✉❡ ❧❡2 ✐♥2$❛♥❝❡2 ❞❡ ❧❛ ❝❧❛22❡ ✶ ♥❡ ❝♦♥$✐❡♥♥❡♥$ ❛✉❝✉♥ ♣,♦❜❧V♠❡
❞✬❛✛❡❝$❛$✐♦♥✳ ❆✐♥2✐✱ ❞❛♥2 ❧❛ ♣,♦❝/❞✉,❡ ❙❇◆✱ ❧✬❤❡✉,✐2$✐8✉❡ ❍ ♥✬❡2$ ✉$✐❧✐2/❡ 8✉✬O ♠♦✐$✐/✳ ❉❡
♣❧✉2 ♥♦$,❡ ❙❇◆ 2✬❛,,^$❡ ❞V2 8✉✬✉♥❡ 2♦❧✉$✐♦♥ ❢❛✐2❛❜❧❡ ❡2$ $,♦✉✈/❡✱ ❝❡ 8✉✐ ❡♠♣^❝❤❡ $♦✉$❡
❛♠/❧✐♦,❛$✐♦♥ 2✐ ❝❡$$❡ 2♦❧✉$✐♦♥ ❡2$ ♣❡✉ ✐♥$/,❡22❛♥$❡ ❡♥ $❡,♠❡2 ❞❡ Cmax✳ ❊♥ ❝❡ 8✉✐ ❝♦♥❝❡,♥❡
❧✬❛✉$,❡ ♠/$❤♦❞❡✱ ♥♦$,❡ ❚❛❜♦✉ ❡2$ ♠♦✐♥2 ♣❡,❢♦,♠❛♥$ 8✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❬❍✉,✐♥❦ ❛♥❞ ❑♥✉2$✱ ✷✵✵✷❪✳
❉✬✉♥❡ ♣❛,$✱ ♥♦✉2 ♣❛,$♦♥2 ❞✬✉♥❡ 2♦❧✉$✐♦♥ ✐♥✐$✐❛❧❡ ❣/♥/,/❡ ❛❧/❛$♦✐,❡♠❡♥$✱ ❝❡ 8✉✐ ♣❡✉$ ^$,❡
♣/♥❛❧✐2❛♥$✳ ❉✬❛✉$,❡ ♣❛,$✱ ♥♦$,❡ ❚❛❜♦✉ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉,2 ,/2✉❧$❛$2 ♣♦✉, ❧❡2 ✐♥2$❛♥❝❡2 ♦d
✉♥ ♣,♦❜❧V♠❡ ❞✬❛✛❡❝$❛$✐♦♥ ❡①✐2$❡✳ ■❧ ♥✬❡2$ ♣❛2 2f, 8✉❡ ❝❡ 2♦✐$ ❧❡ ❝❛2 ❞❡ ❬❍✉,✐♥❦ ❛♥❞ ❑♥✉2$✱
✷✵✵✷❪✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❝❡$$❡ ♠/$❤♦❞❡ ❡2$ ❜❛2/❡ 2✉, ❞❡2 ♣❡,♠✉$❛$✐♦♥2 ❞❡ $g❝❤❡2 ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝,✐$✐8✉❡
,/❛❧✐2/❡2 ❝♦♥2/❝✉$✐✈❡♠❡♥$ ♣❛, ✉♥❡ ♠^♠❡ ,❡22♦✉,❝❡✳ ▲❡ ❢❛✐$ ❞❡ ❞✉♣❧✐8✉❡, ❞❡2 ,❡22♦✉,❝❡2 ❡♥✲
$,❛W♥❡ ✉♥❡ ,/♣❛,$✐$✐♦♥ ❞❡2 $g❝❤❡2 ❡$ ❞♦♥❝ ♠♦✐♥2 ❞❡ $g❝❤❡2 ❛✛❡❝$/❡2 O ❝❤❛8✉❡ ,❡22♦✉,❝❡✳
❉♦♥❝ ❝❡❧❛ ♣❡✉$ ❞✐♠✐♥✉❡, ❞,❛2$✐8✉❡♠❡♥$ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ✈♦✐2✐♥2 ♣♦22✐❜❧❡2✳
✲ ❝❧❛22❡ ✷ ✭$❛❜❧❡❛✉ ✹✳✻✮ ✿ ❝✬❡2$ 2✉, ❧❡2 ✐♥2$❛♥❝❡ ❞❡ ❬❇✐❧❣❡ ❛♥❞ ❯❧✉2♦②✱ ✶✾✾✺❪ 8✉❡ ♥♦2 ❞❡✉①
♠/$❤♦❞❡2 2❡ ,/✈V❧❡♥$ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥$ ❧❡2 ♣❧✉2 ♣❡,❢♦,♠❛♥$❡2✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❧❡2 /❝❛,$2 ♣❛, ,❛♣♣♦,$
❛✉① ♠❡✐❧❧❡✉,❡2 2♦❧✉$✐♦♥2 ❝♦♥♥✉❡2 2♦♥$ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥✈✐,♦♥ ✻ O ✼✪✳ ❉❡ ♣❧✉2✱ ❧❡2 ♠❡✐❧❧❡✉,❡2
2♦❧✉$✐♦♥2 ❝♦♥♥✉❡2 2♦♥$ ,❡$,♦✉✈/❡2 ❞❛♥2 ✶✵✪ ❞❡2 ✐♥2$❛♥❝❡2 ❛✈❡❝ ❧❛ ♠/$❤♦❞❡ ❙❇◆✱ ❡$ ❞❛♥2
✷✷✱✺✪ ❞❡2 ❝❛2 ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ❚❛❜♦✉✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❡2 ❞❡✉① ♠/$❤♦❞❡2 ♣,/2❡♥$❡♥$ ✉♥ /❝❛,$
,❡❧❛$✐❢ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✵✱✼✽✪✳ ◆♦✉2 ♣♦✉✈♦♥2 ❧❡2 ❥✉❣❡, /8✉✐✈❛❧❡♥$❡2 ♣♦✉, ❝❡$$❡ ❝❧❛22❡✳
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♠❛❦❡2♣❛♥✳ ▲❛ ❞❛+❡ ❞❡ (♦/+✐❡ ❡(+ ♦❜+❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥(✐❞'/❛♥+ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥+/❡ ❧❡( ❞❛+❡( ❞❡ ✜♥
❞❡( ❞❡/♥✐❡/( +/❛✐+❡♠❡♥+( ❛❞❞✐+✐♦♥♥'( ❞❡ ❧❡✉/ +❡♠♣( ❞❡ +/❛♥(♣♦/+ ✈❡/( ❧❛ (♦/+✐❡ ❞✉ (②(+7♠❡✳
▲❡ ♠❛❦❡2♣❛♥ ♥❡ +✐❡♥+ ♣❛( ❝♦♠♣+❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡/♥✐❡/ +/❛♥(♣♦/+ ✭❞❛+❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡/♥✐7/❡ +A❝❤❡
❞❡ +/❛✐+❡♠❡♥+✮✳ D♦✉/ ❧❡ ❝/✐+7/❡ ❞✉ ♠❛❦❡2♣❛♥✱ ♥♦✉( ♥✬❛✈♦♥( ♣❛( ❧❡( /'(✉❧+❛+( ❞❡ /'❢'/❡♥❝❡✱ ❝❡
G✉✐ ❡①♣❧✐G✉❡ G✉❡ ♥♦✉( ❞♦♥♥✐♦♥( (❡✉❧❡♠❡♥+ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛/❛✐(♦♥ /❡❧❛+✐✈❡ ❞❡( ❞❡✉① ♠'+❤♦❞❡(✳
D♦✉/ ❝❡++❡ ❝❧❛((❡✱ ♦H ❧✬❛✛❡❝+❛+✐♦♥ ❞♦✐+ J+/❡ /'❛❧✐('❡ (✉/ +♦✉+❡( ❧❡( /❡((♦✉/❝❡(✱ ❧❛ ♣/♦❝'❞✉/❡
❙❇◆ ❢♦✉/♥✐+ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉/( /'(✉❧+❛+( G✉❡ ❧❡ ❚❛❜♦✉✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉+ (✬❡①♣❧✐G✉❡/ ♣❛/ ❧❡ ❢❛✐+ G✉❡
❧✬❛✛❡❝+❛+✐♦♥ ✐♥✐+✐❛❧❡ ❡(+ ✜①'❡ ❛❧'❛+♦✐/❡♠❡♥+ ♣♦✉/ +♦✉+❡( ❧❡( /❡((♦✉/❝❡( ❛✈❡❝ ♥♦+/❡ ❚❛❜♦✉✳
▲❡( ♠♦❞✐✜❝❛+✐♦♥( (♦♥+ +/7( ❧✐♠✐+'❡(✱ ♥♦+❛♠♠❡♥+ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ +/❛♥(♣♦/+✳ D❛/ ❝♦♥+/❡✱ ❛✈❡❝
♥♦+/❡ ❙❇◆✱ ❝❡++❡ ❛✛❡❝+❛+✐♦♥ ♥✬❡(+ ✐♠♣♦('❡ ✐♥✐+✐❛❧❡♠❡♥+ G✉❡ ♣♦✉/ ❧❡( /❡((♦✉/❝❡( ❞❡ +/❛✐+❡✲
♠❡♥+✳ D♦✉/ ❧❡ +/❛♥(♣♦/+✱ ❧✬❤❡✉/✐(+✐G✉❡ ❍ ❡(+ ❞'❞✐'❡ R ❧❛ /❡❝❤❡/❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❛✛❡❝+❛+✐♦♥ ♣❧✉(
✐♥+'/❡((❛♥+❡ ❞❡( +A❝❤❡(✳
✲ ❝❧❛((❡ ✹ ✭+❛❜❧❡❛✉① ✹✳✾ R ✹✳✶✶✮ ✿ ❧❡( ♣/❡♠✐❡/( +❛❜❧❡❛✉① (♦♥+ /❡❧❛+✐❢( ❛✉① ✐♥(+❛♥❝❡(
❞❡ ❬▼❛+❡♦ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ▲❡ ❞❡/♥✐❡/ ❝♦♥❝❡/♥❡ ❧❡( ✐♥(+❛♥❝❡( ❞❡ ❬D❛✉❧ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❊♥ ❢❛✐+
❛((❡③ ♣❡✉ ❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛/❦( (♦♥+ ❞✐(♣♦♥✐❜❧❡( ❞❛♥( ❧❛ ❧✐++'/❛+✉/❡ (✉/ ❧❡ ❍❙D✳ ■❧( (♦♥+ ❧❡ ♣❧✉(
(♦✉✈❡♥+ ❞'❞✐'( ❛✉① ♣/♦❜❧7♠❡( ❝②❝❧✐G✉❡(✳ ❆✐♥(✐✱ ❧❡( ✐♥(+❛♥❝❡( ❞❡ ❬▼❛+❡♦ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ♦♥+
'+' ✐♥✐+✐❛❧❡♠❡♥+ ❣'♥'/'❡( ♣♦✉/ ❧❛ /'(♦❧✉+✐♦♥ ❞❡ ♣/♦❜❧7♠❡( ✷✲❝②❝❧✐G✉❡(✱ ❛✈❡❝ ✷ +②♣❡( ❞❡
❥♦❜2 ❡♥+/❛♥+ ❛❧+❡/♥❛+✐✈❡♠❡♥+ (✉/ ❧❛ ❧✐❣♥❡✳ ▲❡( (♦❧✉+✐♦♥( ❞❡ /'❢'/❡♥❝❡ ❢♦✉/♥✐❡( ✭❘❡❢✳ ❚✱
✈♦✐/ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❍✮ ❝♦//❡(♣♦♥❞❡♥+ ❛✉① (♦❧✉+✐♦♥( ♦♣+✐♠❛❧❡(✱ ♥♦♥ ♣❛( ❡♥ +❡/♠❡ ❞❡ Cmax✱
♠❛✐( ❡♥ +❡/♠❡( ❞❡ ♣'/✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ('G✉❡♥❝❡ ✷✲❝②❝❧✐G✉❡ ❞❡( ♠♦✉✈❡♠❡♥+( ❞❡ +/❛♥(♣♦/+✳ ■❧
(✬❛❣✐+ ❞✉ +❡♠♣( '❝♦✉❧' ❡♥+/❡ ❧❡( ❞❛+❡( ❞✬❡♥+/'❡ ❞❡( ❦7♠❡ ❡+ ❦✰✷7♠❡ ♣/♦❞✉✐+( ❛//✐✈❛♥+ (✉/
✹✳✹✳ ❊①♣%&✐♠❡♥+❛+✐♦♥. ✾✼
❚❛❜❧❡ ✹✳✽ ✕ ❘'(✉❧+❛+( ♣♦✉/
❧❡( ✐♥(+❛♥❝❡( ❞❡ ❝❧❛((❡ ✸ ❛✈❡❝
❝/✐+7/❡❂♠❛❦❡(♣❛♥
■♥"#❛♥❝❡ CSBN CTabou Gap(%)
❢❥"♣✶ ✶✺✻ ✶✻✵ ✷✱✺✻✪
❢❥"♣✷ ✶✷✹ ✶✷✽ ✸✱✷✸✪
❢❥"♣✸ ✶✹✵ ✶✻✷ ✶✺✱✼✶✪
❢❥"♣✹ ✶✸✷ ✶✷✻ ✲✹✱✺✺✪
❢❥"♣✺ ✾✻ ✶✵✵ ✹✱✶✼✪
❢❥"♣✻ ✶✹✽ ✶✺✷ ✷✱✼✵✪
❢❥"♣✼ ✶✸✷ ✶✸✷ ✵✱✵✵✪
❢❥"♣✽ ✶✾✶ ✶✽✽ ✲✶✱✺✼✪
❢❥"♣✾ ✶✺✹ ✶✻✷ ✺✱✶✾✪
❢❥"♣✶✵ ✶✾✷ ✶✽✻ ✲✸✱✶✸✪
♠♦②❡♥♥❡ ✷✱✹✸✪
Gap = (CTabou − CSBN )/CSBN
❧✬❛+❡❧✐❡/✳ ◆♦✉( ♥❡ ♣♦✉✈♦♥( ❞♦♥❝ ♣❛( ❝♦♠♣❛/❡/ ♥♦( /'(✉❧+❛+( ❞✐/❡❝+❡♠❡♥+ ❛✈❡❝ ❝❡( ♣'/✐♦❞❡(
❞❡ /'❢'/❡♥❝❡✳ ❚♦✉+❡❢♦✐(✱ ♥♦✉( ♣♦✉✈♦♥( ❞'❞✉✐/❡ ✉♥ ♠❛❦❡.♣❛♥ ❞❡ /'❢'/❡♥❝❡ ♣♦✉/ n ❥♦❜. ✿
Cmaxref = ⌊n/2⌋ × T + tt1✳
tt1 ❡(+ ❧❡ +❡♠♣( ♣❛((' (✉/ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♣❛/ ❧❡ ❞❡/♥✐❡/ ❥♦❜ ✭(✉♣♣♦(' ❞❡ +②♣❡ ✶✮ ✭✈♦✐/ ✜❣✉/❡ ✹✳✶✸✮✳ ■❧
❡(+ '❣❛❧ H ❧❛ (♦♠♠❡ ❞❡( +❡♠♣( ♦♣'/❛+♦✐/❡( ❡+ ❞❡( +❡♠♣( ❞❡ +/❛♥(♣♦/+ ❞❡ ❝❡ ❥♦❜✳ ▼❛✐( ❬▼❛+❡♦
❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ♥❡ ❢♦✉/♥✐((❡♥+ ♣❛( ❧❡( ❞✉/'❡( ♦♣'/❛+♦✐/❡( /'❡❧❧❡( ❞❡( (♦❧✉+✐♦♥(✳ ◆'❛♥♠♦✐♥(✱ H
♣❛/+✐/ ❞❡( ❢❡♥N+/❡( +❡♠♣♦/❡❧❧❡( ❞❡( +❡♠♣( ❞❡ +/❛✐+❡♠❡♥+✱ ♥♦✉( ♣♦✉✈♦♥( ❞'❞✉✐/❡ ❞❡( ❜♦/♥❡(
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡+ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ tt1✱ ❞♦♥❝ ❞❡ Cmaxref ✭/❡(♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ LB ❡+ UB✮ ✿














❉❛♥( ❝❡ ❝♦♥+❡①+❡✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( +♦✉+ ❞✬❛❜♦/❞ ❝♦♠♣❛/' ❧❡( ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡( ❞❡ ♥♦( ❞❡✉①
♠'+❤♦❞❡( ♣♦✉/ ❞❡( ♣❡+✐+❡( ✐♥(+❛♥❝❡( ❞❡ ❬▼❛+❡♦ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ✿ ✺ ❝✉✈❡(✱ ✷ /♦❜♦+( ❡+ ✺ ❥♦❜.
✭+❛❜❧❡❛✉ ✹✳✾✮✳ ❈❡❧❛ ❢❛✐+ ✸✺ +/❛✐+❡♠❡♥+( ❡+ ✸✵ +U❝❤❡( ❞❡ +/❛♥(♣♦/+ H ♦/❞♦♥♥❛♥❝❡/✳ ❈♦♠♣❛/'(
❛✉① ❜♦/♥❡( ♠✐♥✐♠❛❧❡( ✭▲❇✮ ❞❡ ❧❛ /'❢'/❡♥❝❡ ♣♦✉/ ❞❡( ♣/♦❜❧7♠❡( H ✶ /♦❜♦+✱ ♥♦( /'(✉❧+❛+(
♠♦♥+/❡♥+ ❞❡( ❛♠'❧✐♦/❛+✐♦♥( ♠♦②❡♥♥❡( ❞❡ ✸✹✱✷✹✪ ♣♦✉/ ❙❇◆ ❡+ ✸✷✱✶✺✪ ♣♦✉/ ❚❛❜♦✉✳ ▲✬❛❥♦✉+
❞✬✉♥❡ /❡((♦✉/❝❡ ❞❡ +/❛♥(♣♦/+ ❡(+ ❞♦♥❝ ✐❝✐ +♦✉❥♦✉/( ❛✈❛♥+❛❣❡✉①✳ ❉❡ ♠❛♥✐7/❡ ♣❧✉( ❣'♥'/❛❧❡✱
❧❡( ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡( ❞❡ ♥♦( ❞❡✉① ♠'+❤♦❞❡( (♦♥+ (❡♥(✐❜❧❡♠❡♥+ ✐❞❡♥+✐[✉❡(✱ ❛✈❡❝ ✉♥ '❝❛/+ ❡♥
❢❛✈❡✉/ ❞❡ ❧❛ ♣/♦❝'❞✉/❡ ❙❇◆ ♣♦✉/ ❝❡( ✐♥(+❛♥❝❡( ✭'❝❛/+ /❡❧❛+✐❢ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✸✱✸✺✪✮✳ ▼❛✐( ❧✬❛❧✲
❣♦/✐+❤♠❡ ❚❛❜♦✉ ❛ +/♦✉✈' (❡( ❧✐♠✐+❡(✱ ❡+ ♥✬❛ ♣❛( ♣✉ ❢♦✉/♥✐/ ❞❡ (♦❧✉+✐♦♥ ❢❛✐(❛❜❧❡ ♣♦✉/ ❞❡(
♣/♦❜❧7♠❡( ❞❡ ♣❧✉( ❣/❛♥❞❡ +❛✐❧❧❡ ✿ ✺ H ✶✵ ❝✉✈❡(✱ ✶ ♦✉ ✷ /♦❜♦+( ❛✈❡❝ ✷✶ ❥♦❜( ♣♦✉/ ❬▼❛+❡♦
❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ✭(♦✐+ ✶✹✼ H ✷✺✷ +U❝❤❡( ❞❡ +/❛✐+❡♠❡♥+✮ ❀ ✶✽ ❝✉✈❡(✱ ✶ /♦❜♦+ ❡+ ✹✵ ❥♦❜( ♣♦✉/ ❬^❛✉❧
❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✮ ✭♣♦✉/ ❡♥✈✐/♦♥ ✷✾✵ +U❝❤❡( ❞❡ +/❛✐+❡♠❡♥+✮✳ ^❛/ /❛♣♣♦/+ ❛✉① ❛✉+/❡( +❛✐❧❧❡( ❞✬✐♥✲
(+❛♥❝❡( /'(♦❧✉❡( ❞❛♥( ❞✬❛✉+/❡( ❝❧❛((❡(✱ ✐❧ ❡(+ ❝❧❛✐/ [✉❡ ❧❡( ♣/♦❜❧7♠❡( ❞❡ +②♣❡ ❍❙^ (♦♥+ ♣❧✉(















❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✸ ✕ ❘❡❧❛+✐♦♥ ❡♥+/❡ ❧❛ ♣1/✐♦❞❡ T ❡+ Cmax ♣♦✉/ ❧❡4 ✐♥4+❛♥❝❡4 ❞❡ ▼❛+❡♦ ❡+ ❛❧✳ ❛✈❡❝
✺ ❥♦❜4
❝♦♥+/❛✐♥+4 ❡+ 9✉❡ ❧✬❡4♣❛❝❡ ❞❡4 4♦❧✉+✐♦♥4 ❢❛✐4❛❜❧❡4 ❡4+ ♣❧✉4 /1❞✉✐+✳ ■❧ ❡4+ ❞♦♥❝ +/>4 ❞✐✣❝✐❧❡
❞❛♥4 ❝❡4 ❝♦♥❞✐+✐♦♥4 ❞❡ +/♦✉✈❡/ ✉♥ ❜♦♥ ✈♦✐4✐♥✳ ▲❡4 +❛❜❧❡❛✉① ✹✳✶✵ ❡+ ✹✳✶✶ ♣/14❡♥+❡♥+ ❞♦♥❝ ❧❡4
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❡4+ ♣/♦❝❤❡ ❞✉ ♠❛❦❡4♣❛♥ ❞❡ /1❢1/❡♥❝❡ /1❡❧ ✭4✐ ❝❡ ♥✬❡4+ ♠❡✐❧❧❡✉/✮✳ ❚♦✉+❡❢♦✐4✱ ❧❡ ❞1+❛✐❧ ❞❡4
/14✉❧+❛+4 ❢♦✉/♥✐ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❍ ♠♦♥+/❡ 9✉❡ ♥♦+/❡ Cmax ❡4+ ❡✛❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ✐♥❢1/✐❡✉/ N ❧❛ ❜♦/♥❡
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Gap1 = (CSBN −Ref.LB)/Ref.LB
Gap2 = (CTabou −Ref.LB)/Ref.LB
Gap3 = (CTabou − CSBN )/CSBN
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GapLB = ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡1 (C1 − LB)/LB
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✺✳✷✳✶ $%✐♥❝✐♣❡
▲❡% ❛❧❣♦*✐,❤♠❡% ❣/♥/,✐1✉❡% ✭●❆✮ ♦♥, /,/ ♠✐% ❛✉ ♣♦✐♥, ♣❛* ❏♦❤♥ ❍♦❧❧❛♥❞ ❞❛♥% ❧❡% ❛♥♥/❡%
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,❡*♠✐♥❡ ❧♦*%1✉✬✉♥ ❝*✐,I*❡ ❞♦♥♥/ ❡%, ❛,,❡✐♥,✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♥♦♠❜*❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❣/♥/*❛,✐♦♥%✱
❧✬♦❜,❡♥,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ %♦❧✉,✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉* ❞✬❛❞❛♣,❛,✐♦♥ %✉✣%❛♥,❡✱ ❧❡ ,❡♠♣% ❞✬❡①/❝✉,✐♦♥✱
❡,❝✳ ❯♥ %❝❤/♠❛ ❞❡ ♣*✐♥❝✐♣❡ ❞❡% ❛❧❣♦*✐,❤♠❡% ❣/♥/,✐1✉❡% ❡%, ❞♦♥♥/ ❞❛♥% ❧❛ ✜❣✉*❡ ✺✳✶✳
✺✳✷✳✷ ❈♦❞❛❣❡ ❞✉ ❝❤%♦♠♦3♦♠❡
P♦✉* ❧❡% ❛❧❣♦*✐,❤♠❡% /✈♦❧✉,✐♦♥♥❛✐*❡%✱ ✉♥ ❞❡% ❢❛❝,❡✉*% ✐♠♣♦*,❛♥,% ❡%, ❧❛ ❢❛V♦♥ ❞♦♥, %♦♥,
❝♦❞/❡% ❧❡% %♦❧✉,✐♦♥% ✭❝❡ 1✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♥♦♠♠/ ✐❝✐ ❧❡% ❝❤*♦♠♦%♦♠❡%✮✱ ❝✬❡%,✲E✲❞✐*❡ ❧❡% %,*✉❝✲
,✉*❡% ❞❡ ❞♦♥♥/❡% 1✉✐ *❡♣*/%❡♥,❡*♦♥, ❧❡% %♦❧✉,✐♦♥%✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡%, ❧❛ ♣*❡♠✐I*❡ /,❛♣❡ ❛✈❛♥,
❞✬❛♣♣❧✐1✉❡* ❧✬❛❧❣♦*✐,❤♠❡ ❣/♥/,✐1✉❡✳ ■❧ ❞/,❡*♠✐♥❡ ❡♥ ❣*❛♥❞❡ ♣❛*,✐❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐,/ ❞❡ ❧✬/✈♦❧✉,✐♦♥
❣/♥/,✐1✉❡✳ ❊♥ ♣❛*,✐❝✉❧✐❡*✱ ✐❧ ❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡ ❡♥ ♣❛*,✐❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡% ♦♣/*❛,❡✉*% ❞❡ ❧✬❛❧❣♦*✐,❤♠❡✱
♣❛* ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝*♦✐%❡♠❡♥, ❡, ❧❛ ♠✉,❛,✐♦♥✳
■❧ ❛ /,/ ♣*♦♣♦%/ E ❝❡ ❥♦✉* ❞❡ ♥♦♠❜*❡✉%❡% ♠/,❤♦❞❡% ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞✐✛/*❡♥,❡% ✿
✕ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❜✐♥❛✐*❡ ✿ ❝♦❞❡* ❧❛ %♦❧✉,✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❤❛Z♥❡ ❞❡ ❜✐,%✱ ❛♣♣❡❧/% ❣I♥❡%✱ 1✉✐
♣*❡♥♥❡♥, ♣♦✉* ✈❛❧❡✉* ✵ ♦✉ ✶✳ ❈❡ ❝♦❞❛❣❡ ❛ /,/ ♣*♦♣♦%/ ♣❛* ❍♦❧❧❛♥❞ ❡♥ ♠[♠❡ ,❡♠♣%
1✉✬✐❧ ❛ ♣*♦♣♦%/ ❧❡% ❛❧❣♦*✐,❤♠❡% ❣/♥/,✐1✉❡%✳ ❈✬❡%, ❧❛ ♠/,❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❧❛ ♣❧✉% %♦✉✲
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✷ ✕ ❈♦❞❛❣❡ ❞✉ ❝❤0♦♠♦2♦♠❡✳
✭❬▼❡✐ ❡7 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛<♥❡✱ ❝♦❞❛❣❡ ❡♥ ♠❛70✐❝❡ ✭❬●♦77❧✐❡❜ ❛♥❞ @❛✉❧♠❛♥♥✱ ✶✾✾✽❪✮✱
❝♦❞❛❣❡ ❞❡2 ✧❜②7❡2 E✉❛♥7✉♠✧ ✭❬◆❛0❛②❛♥❛♥ ❛♥❞ ▼♦♦0❡✱ ✶✾✾✻❪✮✱ ❡7❝✳
@♦✉0 ✐♥7G❣0❡0 ❧✬❛2♣❡❝7 ❛✛❡❝7❛7✐♦♥ K ♥♦70❡ ♠G7❤♦❞❡ ❞❡ 0G2♦❧✉7✐♦♥ ❞✉ ●❋❏❙❙@✱ ♥♦✉2
❛✈♦♥2 ✉7✐❧✐2G ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡♥ ♥♦♠❜0❡2 ❡♥7✐❡02✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡2 ✐♥❞✐✈✐❞✉2 ♣❛07✐❝✐♣❛♥7 K ❧❛ ♣0♦❝G✲
❞✉0❡ ❣G♥G7✐E✉❡ ❡27 ❝♦❞G 2❡❧♦♥ ✉♥❡ 0❡♣0G2❡♥7❛7✐♦♥ 2♣G❝✐✜E✉❡ E✉✐ 0❡✢S7❡ ❧✬❛✛❡❝7❛7✐♦♥ ❞❡
7♦✉7❡2 ❧❡2 7T❝❤❡2 ♦♣G0❛7♦✐0❡2 ❡7 ❞❡ 70❛♥2♣♦07✳ ❯♥ ❝❤0♦♠♦2♦♠❡ ❡27 ❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦2G ❞❡ ❞❡✉①
♣❛07✐❡2 ❞✐27✐♥❝7❡2✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉270G ♣❛0 ❧❛ ✜❣✉0❡ ✺✳✷✳ ❈❤❛E✉❡ ❣S♥❡ ❞✉ ❝❤0♦♠♦2♦♠❡ ❝♦0✲
0❡2♣♦♥❞ K ✉♥❡ 7T❝❤❡ ❞❡ 70❛♥2♣♦07 ♦✉ ❞❡ 70❛✐7❡♠❡♥7✳ ❙❛ ✈❛❧❡✉0 0❡♣0G2❡♥7❡ ❧❡ ♥✉♠G0♦
❞❡ ❧❛ 0❡22♦✉0❝❡ ❝❤♦✐2✐❡ ♣❛0♠✐ ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 0❡22♦✉0❝❡2 E✉✐ ♣❡✉✈❡♥7 70❛✐7❡0 ❝❡77❡ 7T❝❤❡✳
❉❛♥2 ♥♦70❡ ❝♦❞❛❣❡✱ ❧❡2 O − n ♣0❡♠✐❡02 ❣S♥❡2 ❝♦00❡2♣♦♥❞❡♥7 ❛✉① 7T❝❤❡2 ❞❡ 70❛♥2♣♦07
✭TP11, ..., TPnOn−1✮✱ ❡7 ❧❛ ✈❛❧❡✉0 ❞❡ ❝❤❛E✉❡ ❣S♥❡ ki ✭1 ≤ i ≤ O−n✮ ❝♦00❡2♣♦♥❞ ❛✉ ♥✉♠G0♦
❞❡ ❧❛ 0❡22♦✉0❝❡ ❞❡ 70❛♥2♣♦07 ❝❤♦✐2✐❡ ✭ki ∈ [1, h]✮ ❀ ❧❡2 O ❣S♥❡2 0❡27❛♥72 ❝♦00❡2♣♦♥❞❡♥7 K
7♦✉7❡2 ❧❡2 7T❝❤❡2 ♦♣G0❛7♦✐0❡2 ✭OP11, ..., OPnOn✮✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉0 ❞❡ ❝❤❛E✉❡ ❣Y♥❡ ❝♦00❡2♣♦♥❞ ❛✉
♥✉♠G0♦ ❞❡ ❧❛ 0❡22♦✉0❝❡ ❞❡ 70❛✐7❡♠❡♥7 ❝❤♦✐2✐❡ ♣❛0♠✐ ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 0❡22♦✉0❝❡2 ♣♦22✐❜❧❡2✳
▲❛ ♣♦♣✉❧❛7✐♦♥ ✐♥✐7✐❛❧❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉2 ❡27 ❣G♥G0G❡ ❛❧G❛7♦✐0❡♠❡♥7✳
▲❡2 ❛✈❛♥7❛❣❡2 ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ♣0♦♣♦2G 2♦♥7 ✿
✕ ❧✬❛♣7✐7✉❞❡ K 0❡♣0G2❡♥7❡0 ✉♥❡ 2♦❧✉7✐♦♥ ✿ K ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❛❣❡✱ ✉♥ ❝❤0♦♠♦2♦♠❡ ♣❡✉7
0❡♣0G2❡♥7❡0 ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡ 2♦❧✉7✐♦♥2 E✉✐ ♦♥7 ❧❛ ♠Y♠❡ ❛✛❡❝7❛7✐♦♥ ❞❡2 0❡22♦✉0❝❡2✳ ❙✐
♥♦70❡ ❝❤0♦♠♦2♦♠❡ 0❡♣0G2❡♥7❛✐7 ✉♥❡ ✉♥✐E✉❡ 2♦❧✉7✐♦♥✱ ❞♦♥❝ K ❧❛ ❢♦✐2 ❧✬❛✛❡❝7❛7✐♦♥ ❡7 ❧❡
2GE✉❡♥❝❡♠❡♥7 ❞❡2 0❡22♦✉0❝❡2 ✭♣❛0 ❡①❡♠♣❧❡ ✈♦✐0 ❬▲❛0❛❜✐✱ ✷✵✶✵❪✱ ❝❡❧❛ 2❡0❛✐7 ❝❡07❛✐♥❡✲
♠❡♥7 ♣G♥❛❧✐2❛♥7 ❞❛♥2 ❧❡ ❝❛2 ❞❡ ♣0♦❜❧S♠❡2 2❛♥2 27♦❝❦ E✉❡ ♥♦✉2 70❛✐7♦♥2 ✭❛✉ ♠Y♠❡
7✐70❡ E✉❡ ❝❡✉① ❛✈❡❝ 27♦❝❦ ✐♥✜♥✐✮✳ ❊♥ ❡✛❡7✱ ❞❛♥2 ❧❡ ♣0❡♠✐❡0 ❝❛2✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2
♣✉ ❧❡ ✈♦✐0 ❞❛♥2 ❧❡ 7❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✱ ♥♦✉2 ❝♦✉0♦♥2 ❧❡ 0✐2E✉❡ ❞❡ ❣G♥G0❡0 ✉♥❡ ♠❛❥♦0✐7G ❞✬✐♥✲
❞✐✈✐❞✉2 ♥♦♥ ❢❛✐2❛❜❧❡2✳ ❆✈❡❝ ♥♦70❡ ❝♦❞❛❣❡✱ ❡7 ❞♦♥❝ ♣♦✉0 ✉♥❡ ❛✛❡❝7❛7✐♦♥ ❞♦♥♥G❡✱ ♥♦✉2
♥♦✉2 ♦✛0♦♥2 ❧❛ ♣♦22✐❜✐❧✐7G ❞❡ 70♦✉✈❡0 ❛✉ ♠♦✐♥2 ✉♥❡ 2GE✉❡♥❝❡ ❢❛✐2❛❜❧❡ ❛22♦❝✐G❡ ❀
✕ ❞❡2 ♦♣G0❛7❡✉02 ❝❧❛22✐E✉❡2✱ ♥♦♥ ❞G❞✐G2 K ✉♥ 7②♣❡ ❞✬✐♥27❛♥❝❡2 ❀
✕ ✉♥ ❞G♣❛07 ❢❛❝✐❧❡ ♣♦✉0 ❞G♠❛00❡0 ❧✬❤❡✉0✐27✐E✉❡ ❞✬❛♠G❧✐♦0❛7✐♦♥ ✿ ♣♦✉0 ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❧❡2
❤❡✉0✐27✐E✉❡2 ♣❡✉✈❡♥7 ❝♦♠♠❡♥❝❡0 K ♣❛07✐0 ❞❡2 ✐♥❢♦0♠❛7✐♦♥2 ✜①G❡2 ♣❛0 2♦♥ ❝❤0♦♠♦✲
2♦♠❡✱ ♣✉✐2 ❛♠G❧✐♦0❡0 ❧❛ 2♦❧✉7✐♦♥✳




❋✐❣✉$❡ ✺✳✸ ✕ ❘❡❧❛(✐♦♥ ❡♥(,❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❝❤,♦♠♦4♦♠❡ ❡( ❧❛ 456✉❡♥❝❡ (♦(❛❧❡✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉4 ✈❡♥♦♥4 ❞❡ ❧❡ ❞✐,❡✱ ♥♦(,❡ ❝❤,♦♠♦4♦♠❡ ❡4( ✐♥4✉✣4❛♥( ♣♦✉, ,❡♣,54❡♥(❡,
❝♦♠♣❧:(❡♠❡♥( ✉♥❡ 4♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ♥♦(,❡ ♣,♦❜❧:♠❡✱ ♣✉✐46✉✬✐❧ ♣❡✉( ❝♦,,❡4♣♦♥❞,❡ = ♣❧✉4✐❡✉,4
♦,❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥(4✳ ❚♦✉(❡❢♦✐4✱ ❛✉ ❝♦✉,4 ❞❡ ❧❛ ♣,♦❝5❞✉,❡ ❞❡ ,54♦❧✉(✐♦♥✱ 6✉❡❧❧❡ 6✉✬❡❧❧❡ 4♦✐(✱
✐❧ ❢❛✉❞,❛ 5✈❛❧✉❡, ❞❡4 4♦❧✉(✐♦♥4✳ ❉❛♥4 ❝❡ ❝❛4✱ ❧✬5✈❛❧✉❛(✐♦♥ ♥5❝❡44✐(❡ ❞✬❛44♦❝✐❡, = ❝❤❛6✉❡
❝❤,♦♠♦4♦♠❡✱ ✉♥❡ 456✉❡♥❝❡ (♦(❛❧❡ ❞❡4 (A❝❤❡4 ❞❡ (,❛✐(❡♠❡♥(✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡,♠❡( ❞❡ ❞5✜♥✐,
✉♥ ♦,❞,❡ (♦(❛❧ ❞❡4 ♦♣5,❛(✐♦♥4 ♣♦✉, ❝❤❛6✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡( ❝❤❛6✉❡ ,❡44♦✉,❝❡ ❞❡ (,❛♥4♣♦,(✳
❆✐♥4✐ ♥♦(,❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❡( ❞♦♥❝ ✉♥❡ 4♦❧✉(✐♦♥ ❞✉ ♣,♦❜❧:♠❡✱ ❡4( ❝♦♠♣❧:(❡♠❡♥( ❞5✜♥✐ ♣❛, ❝❡((❡
❛44♦❝✐❛(✐♦♥ ❞✉ ❝❤,♦♠♦4♦♠❡ ❡( ❞❡ ❧❛ 456✉❡♥❝❡ (♦(❛❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉,❡ ✺✳✸ ♠♦♥(,❡ ❧❛ ,❡❧❛(✐♦♥ ❡♥(,❡
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Croisement
parent 1 parent 2
enfant 1 enfant 2
Croisement
parent 1 parent 2
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✕ ✉♥ ❝)♦✐,❡♠❡♥6 ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥6✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐68 Pc 8❣❛❧❡ B ✵✱✽ ❀
✕ ✉♥❡ ♠✉6❛6✐♦♥ ♣❛) ❝❤❛♥❣❡♠❡♥6 ❞✬❛✛❡❝6❛6✐♦♥ ❞❡ )❡,,♦✉)❝❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐68 Pm
8❣❛❧❡ B ✵✱✵✶ ❀
✕ ✉♥❡ ,6)❛68❣✐❡ 8❧✐6✐,6❡ :✉✐ ❝♦♥,❡)✈❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉, B ❝❤❛:✉❡ ❣8♥8)❛6✐♦♥ ✿ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉)
♣♦✉) ❧❡ ♠❛❦❡3♣❛♥ ❡6 ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉) ♣♦✉) ❧❡ ,6♦❝❦❛❣❡✳ ❆✐♥,✐✱ ❞❛♥, ❧❡, ♣)♦❜❧H♠❡, ,❛♥,
,6♦❝❦✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉)❡ ,♦❧✉6✐♦♥ ❡♥ 6❡)♠❡, ❞❡ ♠❛❦❡3♣❛♥ ♣❡✉6 I6)❡ ❝❤♦✐,✐❡ ♣❛)♠✐ ❧❡, ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉, :✉✐ ♦♥6 ✉♥ ,6♦❝❦❛❣❡ B ③8)♦✳
◆♦✉, ✉6✐❧✐,♦♥, ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ,✐♠♣❧❡ ,✉✐✈❛♥6 ♣♦✉) ✐❧❧✉,6)❡) ❧❡, ♦♣8)❛6❡✉), ❞❡ ♥♦6)❡ ❛❧❣♦✲
)✐6❤♠❡ ❣8♥86✐:✉❡✳ ■❧ ② ❛ ✷ ❥♦❜, J1 ❡6 J2✱ ✹ ♠❛❝❤✐♥❡, M = M1,M2,M3,M4 ❡6 ✉♥ )♦❜♦6✳
R♦✉) ❝❤❛:✉❡ ❥♦❜✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ,✉❝❝❡,,✐♦♥ ❞❡ 6S❝❤❡, ,✉✐✈❛♥6❡ ✿
❏✶ ✿ ❖✶✶✭▼✶✱ ▼✷✮ → ❚✶✶ → ❖✶✷✭▼✸✱ ▼✹✮ → ❚✶✷ → ❖✶✸✭▼✷✱ ▼✸✮
❏✷ ✿ ❖✷✶ ✭▼✶✱ ▼✷✮ → ❚✷✶ → ❖✷✷ ✭▼✷✱ ▼✸✮ → ❚✷✷ → ❖✷✸ ✭▼✸✱ ▼✹✮
❯♥ ❝❤)♦♠♦,♦♠❡ ♣♦,,✐❜❧❡ ❡,6 ❞♦♥♥8 ❞❛♥, ❧❛ ✜❣✉)❡ ✺✳✼✳ ❉❛♥, ❝❡66❡ ✜❣✉)❡✱ ❡6 ❧❡, ,✉✐✈❛♥6❡,✱
♦♥ ✐♥❞✐:✉❡ Ri ♦✉ Mi ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉) i ♣♦✉) ♣)8❝✐,❡) ,✬✐❧ ,✬❛❣✐6 ❞✬✉♥❡ )❡,,♦✉)❝❡ ❞❡
6)❛♥,♣♦)6 ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳
▲❡ ❝)♦✐,❡♠❡♥6 ❡6 ❧❛ ♠✉6❛6✐♦♥ ,♦♥6 ✐❧❧✉,6)8, ♣❛) ❧❡, ✜❣✉)❡, ✺✳✽ ❡6 ✺✳✾✳
✺✳✷✳✹ ▲❡& ❢♦♥❝+✐♦♥& ♦❜❥❡❝+✐❢&
❉❛♥, ♥♦6)❡ ♠♦❞H❧❡ ❣8♥8)✐:✉❡✱ ✉♥ ♦❜❥❡❝6✐❢ ❡,6 ❧❡ ♠❛❦❡3♣❛♥ :✉✐ ❡,6 ❧❡ ♣❧✉, ,♦✉✈❡♥6
❞❡♠❛♥❞8 ❞❛♥, ❧❡, ,②,6H♠❡, ❞❡ ♣)♦❞✉❝6✐♦♥✳ R♦✉) ,✬❛❞❛♣6❡) ❛✉① ❞✐✈❡), ❝❛, 6)❛✐68,✱ ♦♥ ❛❥♦✉6❡
✉♥ ❞❡✉①✐H♠❡ ♦❜❥❡❝6✐❢ ✿ ❧❡ ,6♦❝❦❛❣❡ 6♦6❛❧✱ :✉✐ ❡,6 ❧❡ 6❡♠♣, ❞✬❛66❡♥6❡ 6♦6❛❧ ♣♦✉) ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡
❞❡, 6S❝❤❡, ♦♣8)❛6♦✐)❡,✱ ❡♥ ❛♠♦♥6 ❡6 ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡, )❡,,♦✉)❝❡, ❞❡ 6)❛✐6❡♠❡♥6✳
❉✬❛♣)H, ❧❡, ♠86❤♦❞❡, ❞❡ ,8:✉❡♥❝❡♠❡♥6 :✉❡ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ♣)♦♣♦,8❡,✱ ❞✐✛8)❡♥6❡, ♣)♦❝8✲
❞✉)❡, ♣❡✉✈❡♥6 I6)❡ ✉6✐❧✐,8❡, ✿


































































































































❋✐❣✉$❡ ✺✳✾ ✕ ▼✉.❛.✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉✳
✺✳✷✳ ❆❧❣♦'✐)❤♠❡ ❣-♥-)✐/✉❡ ✶✶✸
✕ #✐ ❧❛ ♠()❤♦❞❡ ❞❡ #(.✉❡♥❝❡♠❡♥) ❡#) ❧❛ 2❡❝❤❡2❝❤❡ ❚❛❜♦✉✱ ♥♦✉# ♣♦✉✈♦♥# 2(❞✉✐2❡ ❧❡#
❢❡♥9)2❡# ❞❡ )❡♠♣# ♣♦✉2 ❝❤❛.✉❡ ):❝❤❡ ✭✈♦✐2 ❧✬❛❧❣♦2✐)❤♠❡ ✹ ❛✉ ❝❤❛♣✐)2❡ ✹✮ ❀ ❧❡ ♠❛❦❡3♣❛♥
❡) ❧❡ #)♦❝❦❛❣❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡✉✈❡♥) 9)2❡ ❞(❞✉✐)# ❀
✕ #✐ ❧✬✐♥)(❣2❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠()❤♦❞❡ ❞❡ #(.✉❡♥❝❡♠❡♥) ❡#) ❧❛ ♣2♦❝(❞✉2❡ ❙❇◆ ❛✈❡❝ 2(♣❛2❛)✐♦♥✱
❧✬(✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❡#) ❢❛✐)❡ #✉2 ❧❛ ❜❛#❡ ❞✉ ❣2❛♣❤❡ ❣(♥(2✐.✉❡ ✿ ❧✬❛❧❣♦2✐)❤♠❡ ❞❡ ❉❛♥)③✐❣ ♣❡2♠❡)
❞✬(✈❛❧✉❡2 ❧❡ ♣2❡♠✐❡2 ❝2✐)H2❡ ✭♠❛❦❡3♣❛♥✮ ❛✐♥#✐ .✉❡ ❧❡# ❞❛)❡# ❛✉ ♣❧✉# )I) ❞❡ ❝❤❛.✉❡
):❝❤❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐H♠❡ ❝2✐)H2❡ ✭#)♦❝❦❛❣❡✮ ❡♥ ❡#) ❞(❞✉✐) ✭❛❧❣♦2✐)❤♠❡ ✶✷✮✳
❆❧❣♦$✐&❤♠ ✶✷ ➱✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞✉ #)♦❝❦❛❣❡ ♣♦✉2 ✉♥❡ #♦❧✉)✐♦♥ 2❡♣2(#❡♥)(❡ ♣❛2 ❧❡ ❣2❛♣❤❡
❣(♥(2✐.✉❡ G
✐❢ G ♥✬❡#) ♣❛# ❡♥❝♦2❡ (✈❛❧✉( &❤❡♥
❛♣♣❧✐.✉❡ ❉❛♥)③✐❣✭G✮
❡♥❞ ✐❢
#)♦❝❦❛❣❡ )♦)❛❧ stor = 0
❢♦$ ❝❤❛.✉❡ ♥O✉❞ ❞✬♦♣(2❛)✐♦♥ OPij ❞♦
✐❢ OPij ♥✬❡#) ♣❛# ✉♥❡ ♦♣(2❛)✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛2❣❡♠❡♥) ♦✉ ❞(❝❤❛2❣❡♠❡♥) &❤❡♥
❝❛❧❝✉❧❡2 )❡♠♣# ❞✬❛))❡♥)❡ w−ij ❡♥)2❡ ❧❡# ❞❛)❡# ❞❡ ❞(❜✉) ❞❡# ):❝❤❡# USTij ❡) OPij
❝❛❧❝✉❧❡2 )❡♠♣# ❞✬❛))❡♥)❡ w+ij ❡♥)2❡ ❧❡# ❞❛)❡# ❞❡ ❞(❜✉) ❞❡# ):❝❤❡# USTij ❡) OPij






P♦✉2 2(#♦✉❞2❡ ❝❡ ♣2♦❜❧H♠❡ ♠✉❧)✐✲♦❜❥❡❝)✐❢ ✭P▼❖✮✱ ✉♥❡ ❛♣♣2♦❝❤❡ P❛2❡)♦ ♣❡✉) 9)2❡ ✉)✐❧✲
✐#(❡ ♣♦✉2 ❝❧❛##❡2 ❧❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# ❞❛♥# ❧❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥✳ ◆♦✉# 2❛♣♣❡❧♦♥# ✐❝✐ .✉❡❧.✉❡# ♥♦)✐♦♥# ❡)
❞(✜♥✐)✐♦♥# ❛##♦❝✐(# V ❝❡ )②♣❡ ❞❡ ♠()❤♦❞❡ ✭❬❣❤❛③❛❧✐ ❚❛❧❜✐✱ ✶✾✾✾❪✮✳
❉(✜♥✐)✐♦♥ ✿ P▼❖
❯♥ ♣2♦❜❧H♠❡ ♠✉❧)✐✲♦❜❥❡❝)✐❢ ✭P▼❖✮ ❡#) ❞(✜♥✐ ♣❛2 ✿
minF (x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)), s.c.x ∈ C ✭✺✳✶✮
♦] n ≥ 2 ❡#) ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞✬♦❜❥❡❝)✐❢#✳ x ❡#) ❧❡ ✈❡❝)❡✉2 ❞❡# ✈❛2✐❛❜❧❡# ❞❡ ❞(❝✐#✐♦♥✱ C 2❡♣2(#❡♥)❡
❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# #♦❧✉)✐♦♥# ❢❛✐#❛❜❧❡# ❡) F (x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)) ❡#) ❧❡ ✈❡❝)❡✉2 ❞❡#
❝2✐)H2❡# V ♠✐♥✐♠✐#❡2✳
❉(✜♥✐)✐♦♥ ✿ 2❡❧❛)✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡
▲❛ 2❡❧❛)✐♦♥ ❞✬♦2❞2❡ ♣❛2)✐❡❧ #✉2 ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥)# 2(❛❧✐#❛❜❧❡# ❞❛♥# ❧✬❡#♣❛❝❡ ❞❡# ❝2✐)H2❡#
❡#) ❛♣♣❡❧(❡ 2❡❧❛)✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✳ ❯♥❡ #♦❧✉)✐♦♥ y = (y1, ..., yn) ❞♦♠✐♥❡ ✉♥❡ #♦❧✉)✐♦♥
z = (z1, ..., zn) ##✐ ∀i ∈ [1..n]yi ≤ ziet∃i ∈ [1..n]/yi < zi✳
❉(✜♥✐)✐♦♥ ✿ #♦❧✉)✐♦♥ P❛2❡)♦ ♦♣)✐♠❛❧❡ ❯♥❡ #♦❧✉)✐♦♥ x∗ ∈ C ❡#) P❛2❡)♦ ♦♣)✐♠❛❧❡ ✭♥♦♥
❞♦♠✐♥(❡✮ ##✐ ✐❧ ♥✬❡①✐#)❡ ♣❛# ✉♥❡ #♦❧✉)✐♦♥ x ∈ C )❡❧❧❡ .✉❡ F (x) ❞♦♠✐♥❡ F (x∗)✳
✶✶✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✺✳ ❆✛❡❝%❛%✐♦♥ ❡% ❙01✉❡♥❝❡♠❡♥%
❉❛♥% ✉♥❡ ❛♣♣)♦❝❤❡ -❛)❡.♦✱ ♦♥ ❝❧❛%%❡ ❧❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡
❧❡✉) ❞❡❣)7 ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✳ ▲❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% ;✉✐ ♦♥. ❧❡ ♠<♠❡ ❝❧❛%%❡♠❡♥. ♦♥. ❧❛ ♠<♠❡ ✈❛❧❡✉)
❞✬❛❞❛♣.❛.✐♦♥ ✭✜.♥❡%%✮✳ ❈❡..❡ .❡❝❤♥✐;✉❡ ♥♦✉% ♣❡)♠❡. ❞❡ ❝♦♥%❡)✈❡) A ❧❛ ❢♦✐% ❧❡% ♠❡✐❧❧❡✉)%
✐♥❞✐✈✐❞✉% ♣♦✉) ❧❡ ♠❛❦❡5♣❛♥ ❡. ❧❡% ♠❡✐❧❧❡✉)% ✐♥❞✐✈✐❞✉% ♣♦✉) ❧❡ %.♦❝❦❛❣❡✳ ❬●♦❧❞❜❡)❣✱ ✶✾✽✾❪ ❛
✉.✐❧✐%7 ❡♥ ♣)❡♠✐❡) ❝❡ .②♣❡ ❞❡ ♠7.❤♦❞❡ ♣♦✉) ❞✐%.)✐❜✉❡) ❧❛ ♠<♠❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐.7 ❞❡ )❡♣)♦❞✉❝.✐♦♥
♣♦✉) ❧❡% %♦❧✉.✐♦♥% -❛)❡.♦ ♦♣.✐♠❛❧❡%✳ ■❧ ② ❛ ♥♦)♠❛❧❡♠❡♥. ❞❡✉① 7.❛♣❡% ✿
✕ ➱.❛♣❡ ✶ ✿ ❝❧❛%%❡) ❧❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% ❞❛♥% ❧❛ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ❡♥ ❧❡✉) ❛✛❡❝.❛♥. ✉♥ )❛♥❣ ✭❛❧❣♦✲
)✐.❤♠❡ ✶✸✮✳ ❖♥ ❛..)✐❜✉❡ ❧❡ )❛♥❣ ✶ ❛✉① %♦❧✉.✐♦♥% ♥♦♥ ❞♦♠✐♥7❡% ❀
✕ ➱.❛♣❡ ✷ ✿ ❞✐%.)✐❜✉❡) ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐.7 ❞❡ )❡♣)♦❞✉❝.✐♦♥ ❜❛%7❡ %✉) ❧❡% )❛♥❣%✳
❆❧❣♦$✐&❤♠ ✶✸ -)♦❝7❞✉)❡ ❞❡ ❝❧❛%%❡♠❡♥. ❞❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% ❞❛♥% ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥✳
k = 1✳
✇❤✐❧❡ ■❧ ② ❛ ❡♥❝♦)❡ ❞❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% ;✉✐ ♥❡ %♦♥. ♣❛% ❝❧❛%%7% ❞♦
-❛)♠✐ ❧❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% ♥♦♥ ❝❧❛%%7%✱ .)♦✉✈❡) .♦✉% ❧❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% ♥♦♥ ❞♦♠✐♥7% ❡. ❧❡✉) ❛.✲
.)✐❜✉❡) ❧❡ )❛♥❣ k
++ k✳
❡♥❞ ✇❤✐❧❡
▲❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐.7 ❞❡ )❡♣)♦❞✉❝.✐♦♥ ♣♦✉) ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ Ii ❡%. ❞♦♥❝ ❞✐%.)✐❜✉7❡ ❝♦♠♠❡ %✉✐. ✿
pi = q − (k − 1)× r ✭✺✳✷✮
♦V k ❡%. ❧❡ ♥✉♠7)♦ ❞❡ ❝❧❛%%❡♠❡♥. ♣♦✉) Ii✱ q ❡%. ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐.7 ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉) ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❡. r





♦V q0 ❡%. ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐.7 ❞✉ ♣✐)❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❡. K ❡%. ❧❡ ♥♦♠❜)❡ .♦.❛❧ ❞❡ )❛♥❣% ❞❛♥% ❧❡
❝❧❛%%❡♠❡♥.✳
✺✳✸ #$♦❝'❞✉$❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ●❆❚❙
✺✳✸✳✶ $%✐♥❝✐♣❡
▲❛ ♣❧✉♣❛). ❞❡% ♣✉❜❧✐❝❛.✐♦♥% .)❛✐.❛♥. ❞✉ ❥♦❜ 5❤♦♣ ❛✈❡❝ .)❛♥%♣♦). ❝♦♥%✐❞W)❡ ✉♥❡ ❛✛❡❝✲
.❛.✐♦♥ ❞❡% .X❝❤❡% .♦.❛❧❡♠❡♥. ♦✉ ♣❛).✐❡❧❧❡♠❡♥. ✜①❡✳ -❡✉ ❞❡ )❡❝❤❡)❝❤❡% .)❛✐.❡♥. A ❧❛ ❢♦✐%
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♥♦✉✈❡❧❧❡% %♦❧✉(✐♦♥% ❛❧5❛(♦✐0❡% ♣♦✉0 0❡♠♣❧❛❝❡0 ❧❡% ✐♥❞✐✈✐❞✉% 6✉✐ ♥✬♦♥( ♣❛% ❝❤❛♥❣5 ♣❡♥❞❛♥(
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−
ij ✳
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❞❡% ♣0♦❝❡%%✉% ♦♣50❛(♦✐0❡% ❝❤✐♠✐6✉❡% ♥5❝❡%%✐(❛♥( ❞❡% (❡♠♣% ❜♦0♥5%✱ ♠❛✐% ❛✈❡❝ ❞❡ ❧✬❛((❡♥(❡
❛✉(♦0✐%5❡ ❡♥(0❡ ❧❡% ❝✉✈❡%✱ ♥♦(❛♠♠❡♥( %✐ ❝❡ (②♣❡ ❞✬❛((❡♥(❡ ♥✬❡♥(0❛a♥❡ ♣❛% ❞❡ ❞5❣0❛❞❛(✐♦♥
❞❡% ♣0♦❞✉✐(% ✭❝❛% ❞❡ ♣0♦❞✉✐(% ♣♦✉0 ❧❡%6✉❡❧% ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛% ❞❡ 0✐%6✉❡ ❞✬♦①②❞❛(✐♦♥ N ❧✬❛✐0 ♣❛0
❡①❡♠♣❧❡✮✳
▲❡ (❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ❡%( ✉♥ 0❛♣♣❡❧ ❞❡% ❝❛0❛❝(50✐%(✐6✉❡% ❞❡% ✹ ♣0❡♠✐D0❡% ❝❧❛%%❡% ❞✬✐♥%(❛♥❝❡%




chromosomes pour chaque individu,
et les séquences totales initiales.
Initialisation :
-générer aléatoirement les
chromosomes pour chaque individu,
et les séquences totales initiales.
Procédure Tabou
Amélioration de l’affectation et 
du séquencement de la solution
courante
Retourner :
- les meilleures solutions
(non dominées) trouvées
- si la nouvelle solution est mieux
que l’ancienne, remplacer
l’ancienne.
réduction des fenêtres de temps,
évaluation makespan et storage
Évolution de la population :
- Pareto ranking
- sélection, croisement, mutation
Élitisme : garder les meilleures
solutions trouvées pour chaque
critère dans la population















✺✳✸✳ #$♦❝'❞✉$❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ●❆❚❙ ✶✶✼
◆♦✉% ❞♦♥♥♦♥% ❧❡% *+%✉❧,❛,% ❞❛♥% ❧❡% ,❛❜❧❡❛✉① %✉✐✈❛♥,% ✭,❛❜❧❡❛✉① ✺✳✷ 6 ✺✳✼✮✳ ❈❡% *+%✉❧✲
,❛,% %♦♥, ♦❜,❡♥✉% ♣♦✉* ✈✐♥❣, ❡①+❝✉,✐♦♥% ❞❡ ♥♦,*❡ ❛❧❣♦*✐,❤♠❡ ●❆❚❙ ♣♦✉* ❝❤❛C✉❡ ✐♥%,❛♥❝❡✳
▲❡ ♥♦♠❜*❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❣+♥+*❛,✐♦♥% ❞❡ ❧✬❛❧❣♦*✐,❤♠❡ ❣+♥+,✐C✉❡ ❡%, ❞❡ 2000 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ,❛✐❧❧❡
❞❡ ♣♦♣✉❧❛,✐♦♥ +❣❛❧❡ 6 50 ✐♥❞✐✈✐❞✉%✳ ▲❡ ♥♦♠❜*❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐,+*❛,✐♦♥% ♣♦✉* ❧❛ ♣*♦❝+❞✉*❡
❞❡ *❡❝❤❡*❝❤❡ ,❛❜♦✉ ❡%, 30✳ ❉❛♥% ❝❡% ,❛❜❧❡❛✉①✱ ♥♦✉% ❞♦♥♥♦♥% ♥♦♥ %❡✉❧❡♠❡♥, ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉*❡
%♦❧✉,✐♦♥ ♣♦✉* ❧❡ ❝*✐,H*❡ ❞✉ ♠❛❦❡5♣❛♥✱ ♠❛✐% ❛✉%%✐ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉*❡ %♦❧✉,✐♦♥ ♣♦✉* ❧❡ ,❡♠♣% ❞❡
%,♦❝❦❛❣❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✭♠✐♥ %,♦*✳✮✳
▲❡ ,❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷ ❝♦**❡%♣♦♥❞ ❛✉① ✐♥%,❛♥❝❡% J✵✶ ❞❡ ❧❛ ♣*❡♠✐H*❡ ❝❧❛%%❡✳ ▲❡% *+%✉❧,❛,% ❘❡❢
C∗ %♦♥, ❝❡✉① ❞+❥6 ❢♦✉*♥✐% ❞❛♥% ❧❡ ,❛❜❧❡❛✉ ✹✳✺✳ ◆♦,*❡ ❛❧❣♦*✐,❤♠❡ ●❆❚❙ ,*♦✉✈❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉*
*+%✉❧,❛, ♣♦✉* ✉♥❡ ✐♥%,❛♥❝❡ ✭❝♦❧♦♥♥❡ ●❛♣✶✮✳ ❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❧✬+❝❛*, ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛❦❡5♣❛♥ ❞❡%
%♦❧✉,✐♦♥% ❞❡ *+❢+*❡♥❝❡ ❡%, ❞❡ ✹✱✸✻✪ ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✶✶✱✼✹✪ ♣♦✉* ❧❡ ❚❛❜♦✉✮✳ ◆♦% *+%✉❧,❛,% ♥❡
%♦♥, ♣❛% %✐ ♠❛✉✈❛✐% %✐ ♦♥ ❝♦♥%✐❞H*❡ C✉❡ ♥♦✉% ✉,✐❧✐%♦♥% ✉♥❡ ♠+,❤♦❞❡ C✉✐ ♥✬❡%, ♣❛% ❞+❞✐+❡ 6
❝❡,,❡ ❝❧❛%%❡ ❞❡ ♣*♦❜❧H♠❡% ❡, ♦U %❡✉❧❡ ✉♥❡ ♣❛*,✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦*✐,❤♠❡ ❡%, *+❡❧❧❡♠❡♥, ✉,✐❧✐%+ ✐❝✐
✭♣✉✐%C✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ♣*♦❜❧H♠❡ ❞✬❛✛❡❝,❛,✐♦♥ ❡, ❧❡% ,❡♠♣% ❞❡ ,*❛✐,❡♠❡♥, %♦♥, ✜①❡%✮✳ ▼❛❧❣*+
❝❡❧❛✱ ♣♦✉* ,♦✉,❡% ❧❡% ✐♥%,❛♥❝❡% ❞❡ ,②♣❡ J✵✶✱ ●❆❚❙ ❛♠+❧✐♦*❡ ❧❡% *+%✉❧,❛,% ❞❡ ♥♦,*❡ ❚❛❜♦✉
%❡✉❧ ✭CTab✮✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣❛✐♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✻✱✹✻✪ ✭●❛♣✷✮✳ J♦✉* ❧❡% ✐♥%,❛♥❝❡% J✵✷✱ ❧❡ ♠❛❦❡5♣❛♥
❞❡ ●❆❚❙ ❡%, ❢♦*✉♥✐ ❞❛♥% ❧❡ ,❛❜❧❡❛✉ ✺✳✽✳ ▲✬+❝❛*, ❛✈❡❝ ❧❛ *+❢+*❡♥❝❡ ❡%, ♣❧✉% ✐♠♣♦*,❛♥, C✉❡
♣♦✉* J✵✶✱ ♠❛✐% ❧❡ ♠❡♠❡ ,②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉%✐♦♥ ♣❡✉, Z,*❡ ❢❛✐,✳ J♦✉* ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ✐♥%,❛♥❝❡%
❞❡ ❝❧❛%%❡ ✶✱ ❧✬+❝❛*, ❛✈❡❝ ❧❡% ♠❡✐❧❧❡✉*% *+%✉❧,❛,% ❡%, ❞❡ ✷✷✱✸✷✪ ✭❝♦♥,*❡ ✷✹✱✸✺✪ ♣♦✉* ♥♦,*❡
❚❛❜♦✉✮✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ●❛♣✸ ❞♦♥♥❡ ❧✬+❝❛*, ❡♥,*❡ ❧❡% ♠❡✐❧❧❡✉*% ♠❛❦❡5♣❛♥5 ♦❜,❡♥✉% ♣❛* ●❆❚❙✱
%♦✉% ❧❡% ❤②♣♦,❤H%❡% ❛✈❡❝ ❡, %❛♥% %,♦❝❦✳ ▲✬+❝❛*, ✈❛*✐❡ ✐❝✐ ❞❡ ✺ 6 ✶✻✱✽✼✪ %❡❧♦♥ ❧❡% ✐♥%,❛♥❝❡%✱
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✵✱✺✸✪✳ ▲❡ ❢❛✐, ❞❡ ♥❡ ♣❛% ❛✈♦✐* ❧❡ ♠Z♠❡ Cmax ❞❛♥% ❧❡% ❞❡✉① ❝❛%
♥✬❡%, ♣❛% %✉*♣*❡♥❛♥,✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❞❛♥% ❧❡ ♣*♦❜❧H♠❡ %❛♥% ❛,,❡♥,❡ ❡, %❛♥% %,♦❝❦✱ ❧❡% ♦♣+*❛,✐♦♥%
❞❡ ,*❛✐,❡♠❡♥, ❡, ❞❡ ,*❛♥%♣♦*, ❞♦✐✈❡♥, %✬❡♥❝❤❛[♥❡* ❞❡ ♠❛♥✐H*❡ ❝♦♥,✐♥✉❡✳ ■❧ ❡%, ♣♦%%✐❜❧❡
❞✬❛♠+❧✐♦*❡* ❧✬♦*❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥, ❛✐♥%✐ ♦❜,❡♥✉ %✐ ♦♥ ❛✉,♦*✐%❡ ❧❡ %,♦❝❦❛❣❡✱ ❡♥ ❛♥,✐❝✐♣❛♥, ♥♦✲
,❛♠♠❡♥, ❝❡*,❛✐♥% ,*❛♥%♣♦*,%✱ ♣✉✐%C✉❡ ❧❡% ♣*♦❞✉✐,% ♣❡✉✈❡♥, ❛,,❡♥❞*❡ ❞❛♥% ❧❡% ❜✉✛❡$5✳
J♦✉* ❧❛ ❞❡✉①✐H♠❡ ❝❛,+❣♦*✐❡ ❞✬✐♥%,❛♥❝❡% ✭,❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸✮✱ ♥♦,*❡ ❛❧❣♦*✐,❤♠❡ ❣+♥+,✐C✉❡ ❡%,
✉,✐❧✐%+ ✉♥✐C✉❡♠❡♥, ♣♦✉* ❧❡% ❛✛❡❝,❛,✐♦♥% ❞❡% ,]❝❤❡% ❞❡ ,*❛♥%♣♦*,✱ ❝❡ C✉✐ ❣+♥H*❡ ❞❡ ♥♦♠❜*❡✉①
❝❤*♦♠♦%♦♠❡% %❡♠❜❧❛❜❧❡%✳ ◆♦✉% ❝♦♠♣❛*♦♥% ❧❡% Cmax ♦❜,❡♥✉% ♣❛* ♥♦,*❡ ♠+,❤♦❞❡ ❤②❜*✐❞❡
●❆❚❙ ❛✉① ♠❡✐❧❧❡✉*% ❞❡ ❧❛ ❧✐,,+*❛,✉*❡ ♦❜,❡♥✉% ❞❛♥% ❬❆❜❞❡❧♠❛❣✉✐❞ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ ❬❉❡*♦✉%%✐
❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❡, ❬▲❛*❛❜✐✱ ✷✵✶✵❪✱ ❞♦♥, ❧❡% ❛✉,❡✉*% ♦♥, ♣*♦♣♦%+ *❡%♣❡❝,✐✈❡♠❡♥, ✉♥❡ ❛♣♣*♦❝❤❡
♣❛* ❛❧❣♦*✐,❤♠❡ ❣+♥+,✐C✉❡ ✭●❆❆✮✱ ♠+,❛✲❤❡✉*✐%,✐C✉❡ ❤②❜*✐❞❡ ✭❙❆▲❙✮✱ ❡, ♠+♠+,✐C✉❡ ✭▲❆✮✳
◆♦✉% ❝♦♠♣❛*♦♥% +❣❛❧❡♠❡♥, ❧❡% ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡% ❞❡ ●❆❚❙ ❡, ❞❡ ♥♦,*❡ ❚❛❜♦✉✳
❚♦✉, ❞✬❛❜♦*❞✱ ♥♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ♦❜%❡*✈❡* C✉❡ ●❆❚❙ ❛♠+❧✐♦*❡ ❧❡% ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡% ❞✉ ❚❛❜♦✉
%❡✉❧ ❞❡ ✹✳✷✼✪ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ %✉* ❧❡% ✹✵ ✐♥%,❛♥❝❡%✳ J❛* *❛♣♣♦*, ❛✉① *+%✉❧,❛,% ❞❡ *+❢+*❡♥❝❡✱
♥♦✉% *❡,*♦✉✈♦♥% ❧❡ ♠Z♠❡ ♠❛❦❡5♣❛♥ C✉❡ ●❆❆ ✭*❡%♣❡❝,✐✈❡♠❡♥, ❙❆▲❙ ❡, ▲❆✮ ♣♦✉* ✺✵✪
❞✬✐♥%,❛♥❝❡% ✭*❡%♣❡❝,✐✈❡♠❡♥, ✻✵✪ ♣❛* *❛♣♣♦*, 6 ❙❆▲❙ ❡, ▲❆✮✳ ❈♦♠♣❛*+% 6 ●❆❆✱ ♥♦✉%
✶✶✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✺✳ ❆✛❡❝%❛%✐♦♥ ❡% ❙01✉❡♥❝❡♠❡♥%
❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❘'(✉❧+❛+( ♣♦✉/ ❧❡( ✐♥(+❛♥❝❡( ❞❡ ❝❧❛((❡ ✶
■♥"#✳ ❘❡❢✳ ❚❛❜♦✉ ●❆❚❙ ♣♦✉1 Cmax ●❛♣✶ ●❛♣✷ Cmax2 ●❆❚❙ ●❛♣✸
C∗ CTab Cmax1 ♠✐♥ "#♦1✳ ✪ ✪ ♣♦✉1 ♠✐♥ "#♦1✳❂✵ ✪
:✵✶❚✸#✵ ✾✷ ✾✸ ✾✷ ✷✷ ✵ ✲✶✱✵✽ ✾✾ ✼✱✻✶
:✵✶❉✸❞✶ ✷✶✻ ✷✸✺ ✷✷✵ ✻✺ ✶✱✽✺ ✲✻✱✸✽ ✷✸✶ ✺
:✵✶❉✶#✶ ✽✶ ✾✶ ✽✸ ✺✵ ✷✱✹✼ ✲✽✱✼✾ ✾✼ ✶✻✱✽✼
:✵✶❉✷❞✶ ✶✹✽ ✶✻✾ ✶✺✺ ✼✻ ✹✱✼✸ ✲✽✱✷✽ ✶✻✼ ✼✱✼✹
:✵✶❚✷#✶ ✼✹ ✽✸ ✼✾ ✺✺ ✻✱✼✻ ✲✹✱✽✷ ✽✽ ✶✶✱✸✾
:✵✶❉✶❞✶ ✽✼ ✶✵✻ ✾✻ ✺✼ ✶✵✱✸✹ ✲✾✱✹✸ ✶✶✵ ✶✹✱✺✽
♠♦②❡♥♥❡ ✹✱✸✻✪ ✲✻✱✹✻✪ ✶✵✱✺✸✪
Gap1 = (Cmax1− C
∗)/C∗✳
Gap2 = (Cmax1− CTab)/CTab✳
Gap3 = (Cmax2− Cmax1)/Cmax1✳
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❊①✾✸ ✶✵✺ ✶✵✺ ✶✵✻ ✶✶✷ ✶✵✺ ✵✱✵✵ ✵✱✵✵ ✲✵✱✾✹ ✲✻✱✷✺
❊①✾✹ ✶✷✵ ✶✷✵ ✶✷✷ ✶✸✶ ✶✷✶ ✵✱✽✸ ✵✱✽✸ ✲✵✱✽✷ ✲✼✱✻✸
❊①✶✵✶ ✶✹✻ ✶✹✼ ✶✹✼ ✶✺✷ ✶✹✽ ✶✱✸✼ ✵✱✻✽ ✵✱✻✽ ✲✷✱✻✸
❊①✶✵✷ ✶✸✺ ✶✸✺ ✶✸✻ ✶✹✹ ✶✸✺ ✵✱✵✵ ✵✱✵✵ ✲✵✱✼✹ ✲✻✱✷✺
❊①✶✵✸ ✶✸✼ ✶✸✽ ✶✹✶ ✶✹✽ ✶✹✶ ✷✱✾✷ ✷✱✶✼ ✵✱✵✵ ✲✹✱✼✸
❊①✶✵✹ ✶✺✼ ✶✺✾ ✶✺✾ ✶✼✼ ✶✻✷ ✸✱✶✽ ✶✱✽✾ ✶✱✽✾ ✲✽✱✹✼
♠♦②❡♥♥❡ ✶✱✼✽✪ ✶✱✼✶✪ ✶✱✵✻✪ ✲✹✱✷✼✪
C❝❛E# #②♣❡ ✵✱✵✸ ✵✱✵✸ ✵✱✵✸ ✵✱✵✸
❘❡❢✳ ✶ ✿ ❬▲❛E❛❜✐✱ ✷✵✶✵❪✱ ❘❡❢✳ ✷ ✿ ❬❉❡E♦✉""✐ ❛♥❞ ◆♦EE❡✱ ✷✵✶✵❪
gla = (C1 − Cla)/Cla✱ gsa = (C1 − Csa)/Csa
gga = (C1 − Cga)/Cga✱ gtab = (C1 − Ctab)/Ctab
✶✷✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✺✳ ❆✛❡❝%❛%✐♦♥ ❡% ❙01✉❡♥❝❡♠❡♥%
❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛,❛✐.♦♥ ❞❡. ,2.✉❧5❛5. ❞❡ ●❆❚❙ ♣♦✉,
❧❛ ❝❧❛..❡ ✷ ❛✈❡❝ ❡5 .❛♥. .5♦❝❦
■♥"#✳ ♣♦✉( Cmax ♠✐♥ "#♦❝❦ ✵ ●❛♣
Cmax ✭C1✮ ♠✐♥ "#♦(✳ C2 ✪
❊①✶✶ ✾✻ ✵ ✾✻ ✵
❊①✶✷ ✽✷ ✵ ✽✷ ✵
❊①✶✸ ✽✹ ✶✹ ✽✻ ✷✱✸✽
❊①✶✹ ✶✵✸ ✽ ✶✵✼ ✸✱✽✽
❊①✷✶ ✶✵✹ ✵ ✶✵✹ ✵
❊①✷✷ ✼✻ ✺ ✼✾ ✸✱✾✺
❊①✷✸ ✽✻ ✺ ✽✼ ✶✱✶✻
❊①✷✹ ✶✵✽ ✵ ✶✵✽ ✵
❊①✸✶ ✾✾ ✵ ✾✾ ✵
❊①✸✷ ✽✺ ✶✵ ✽✻ ✶✱✶✽
❊①✸✸ ✽✻ ✵ ✽✻ ✵
❊①✸✹ ✶✶✹ ✹✻ ✶✶✻ ✶✱✼✺
❊①✹✶ ✶✶✻ ✶✻ ✶✷✷ ✺✱✶✼
❊①✹✷ ✾✶ ✷✼ ✾✽ ✼✱✻✾
❊①✹✸ ✾✹ ✷✻ ✶✵✽ ✶✹✱✽✾
❊①✹✹ ✶✷✾ ✻✻ ✶✸✽ ✻✱✾✽
❊①✺✶ ✽✽ ✶✵ ✾✼ ✶✵✱✷✸
❊①✺✷ ✻✾ ✶✷ ✽✸ ✷✵✱✷✾
❊①✺✸ ✼✹ ✶✶ ✽✶ ✾✱✹✻
❊①✺✹ ✾✻ ✾ ✾✾ ✸✱✶✸
❊①✻✶ ✶✷✵ ✵ ✶✷✵ ✵
❊①✻✷ ✾✽ ✼ ✶✵✸ ✺✱✶✵
❊①✻✸ ✶✵✸ ✻ ✶✵✼ ✸✱✽✽
❊①✻✹ ✶✷✵ ✵ ✶✷✵ ✵
❊①✼✶ ✶✶✺ ✵ ✶✶✺ ✵
❊①✼✷ ✽✺ ✶✸ ✾✵ ✺✱✽✽
❊①✼✸ ✾✸ ✺✽ ✾✾ ✻✱✹✺
❊①✼✹ ✶✸✽ ✵ ✶✸✽ ✵
❊①✽✶ ✶✻✶ ✵ ✶✻✶ ✵
❊①✽✷ ✶✺✶ ✵ ✶✺✶ ✵
❊①✽✸ ✶✺✸ ✵ ✶✺✸ ✵
❊①✽✹ ✶✻✸ ✹✽ ✶✼✵ ✹✱✷✾
❊①✾✶ ✶✶✻ ✷✵ ✶✷✷ ✺✱✶✼
❊①✾✷ ✶✵✷ ✶✺ ✶✵✺ ✷✱✾✹
❊①✾✸ ✶✵✺ ✶✹ ✶✵✻ ✵✱✾✺
❊①✾✹ ✶✷✶ ✸✵ ✶✷✺ ✸✱✸✶
❊①✶✵✶ ✶✹✽ ✹✷ ✶✺✹ ✹✱✵✺
❊①✶✵✷ ✶✸✺ ✶✼ ✶✹✵ ✸✱✼✵
❊①✶✵✸ ✶✹✶ ✸✺ ✶✹✷ ✵✱✼✶
❊①✶✵✹ ✶✻✷ ✻✶ ✶✻✼ ✸✱✵✾
♠♦②❡♥♥❡ ✸✱✺✹✪
A❝❛(# #②♣❡ ✹✱✸✹
Gap = (C2 − C1)/C1
✺✳✸✳ #$♦❝'❞✉$❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ●❆❚❙ ✶✷✶
❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✶ ✕ ❙♦❧✉)✐♦♥, )-♦✉✈/❡, ♣♦✉- ❧✬✐♥,)❛♥❝❡ ❊①✶✹
♣❧✉)8) ❞❡ )②♣❡ ❍❙< ♣♦✉- ❧❡, ,♦❧✉)✐♦♥, ❛✈❡❝ ,)♦❝❦ ♠✐♥✐♠❛❧ /❣❛❧ @ ✵✱ ❡) ❝❡✉① ❞❡ )②♣❡ ❋▼❙
♣♦✉- ❧❡, ❛✉)-❡, ✈❛❧❡✉-, ❞❡ ❝❡ ❝-✐)E-❡✳ ❊♥ )❡-♠❡, ❞✬❡①♣❧♦✐)❛)✐♦♥✱ ❝❡ )②♣❡ ❞❡ -/,✉❧)❛), ♦✛-❡
♣❧✉,✐❡✉-, ♣♦,,✐❜✐❧✐)/, ✐♥)/-❡,,❛♥)❡, ✿
✕ ❚♦✉) ❞✬❛❜♦-❞✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉, ✈❡♥♦♥, ❞❡ ❧✬/✈♦J✉❡-✱ ❡) ♣❧✉)8) J✉❡ ❞❡ ✜①❡- @ ❧✬❛✈❛♥❝❡
❞❡, ❤②♣♦)❤E,❡, ,✉- ❧❡ ,)♦❝❦✱ ♥♦✉, ♣♦✉✈♦♥, -/,♦✉❞-❡ ✉♥ ♣-♦❜❧E♠❡ ♣❧✉, ❣/♥/-❛❧✱ ♣✉✐,
❝♦♥,✐❞/-❡- ❧❛ ,♦❧✉)✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉, ✐♥)/-❡,,❛♥)❡ ❡♥ )❡-♠❡, ❞❡ ❝♦♠♣-♦♠✐, ✭♠❛❦❡5♣❛♥✱ ,)♦❝❦✮✳
❈❡ )②♣❡ ❞❡ -/,✉❧)❛) ♣❡✉) ♣❛- ❛✐❧❧❡✉-, ❛✉,,✐ P)-❡ ✉)✐❧✐,/ ❞❛♥, ✉♥ ♣-♦❝❡,,✉, ❞❡ ❞/❝✐,✐♦♥
✈✐,❛♥) @ ❞✐♠❡♥,✐♦♥♥❡- ❧❛ ❝❛♣❛❝✐)/ ❞✉ ,)♦❝❦❛❣❡ ❀
✕ <♦✉- ❛❧❧❡- ♣❧✉, ❧♦✐♥ ❞❛♥, ❝❡ -❛✐,♦♥♥❡♠❡♥)✱ ❡) )♦✉❥♦✉-, ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞❡ ♣-♦❜❧E♠❡, ❛✈❡❝
,)♦❝❦ ✐❧❧✐♠✐)/ ✿ ❜✐❡♥ J✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐)/ ❞✉ ,)♦❝❦❛❣❡ ♥❡ ,♦✐) ♣❛, ❛ ♣-✐♦-✐ ✉♥ ♣-♦❜❧E♠❡✱
❧❛ -❡❝❤❡-❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❛♠/❧✐♦-❛)✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ,②,)E♠❡ ♣❡✉) ,✬❡①♣-✐♠❡- ❡♥ )❡-♠❡, ❞✬❡♥✲
❝♦✉-, ❡) ♣❛, ❢♦-❝/♠❡♥) )♦✉❥♦✉-, ♦✉ ✉♥✐J✉❡♠❡♥) ❡♥ )❡-♠❡, ❞❡ ♣-♦❞✉❝)✐✈✐)/✳ ❉❛♥, ❝❡
❝❛,✱ ♣♦✉- ✉♥ ,❡✉✐❧ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦✉-, ✜①/ ♣-/❛❧❛❜❧❡♠❡♥)✱ ❡) J✉✐ ♣❡✉) ,❡ ♠❛)/-✐❛❧✐,❡-
,✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✺✳✶✶ ♣❛- ✉♥❡ ❞-♦✐)❡ ♣❛-❛❧❧E❧❡ @ ❧✬❛①❡ ❞❡, ❛❜,❝✐,,❡,✱ ✐❧ ,✉✣) ❞❡ ♣-❡♥❞-❡ ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉-❡ ,♦❧✉)✐♦♥ ❡♥ )❡-♠❡, ❞❡ Cmax ❞❛♥, ❧✬❡,♣❛❝❡ ❝♦♠♣-✐, ❡♥)-❡ ❧❡, ❞❡✉① ❛①❡, ❤♦-✲
✐③♦♥)❛✉① ,)♦❝❦ ♠✐♥✐♠❛❧❂✵ ❡) ,)♦❝❦ ♠✐♥✐♠❛❧❂,❡✉✐❧✳ ▲❡ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡ -❛✐,♦♥♥❡♠❡♥)
♣❡✉) P)-❡ ❛♣♣❛-❡♥)/ @ ✉♥❡ ♠/)❤♦❞❡ ε✲❝♦♥)-❛✐♥)❡✱ ♣✉✐,J✉❡ ❝❡❧❛ -❡✈✐❡♥) @ ♦♣)✐♠✐,❡- ✉♥❡
❢♦♥❝)✐♦♥ ✭✐❝✐ ❧❡ Cmax✮ ,✉❥❡))❡ @ ❞❡, ❝♦♥)-❛✐♥)❡, ,✉- ❧❡, ❛✉)-❡, ❢♦♥❝)✐♦♥, ✭,)♦❝❦❛❣❡✮ ❀
✕ ❉❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞❡ ♣-♦❜❧E♠❡, ,❛♥, ,)♦❝❦ ❡) ❛✈❡❝ )❡♠♣, ❜♦-♥/,✱ J✉✐ ❝♦--❡,♣♦♥❞❡♥) ✐❝✐ ❛✉①
✐♥,)❛♥❝❡, ❞❡ ❍❙< ❞❡ ❧❛ ❝❧❛,,❡ ✹ ✿ ❧❡ ❢❛✐) ❞✬❛✈♦✐- )♦✉)❡, ❧❡, ,♦❧✉)✐♦♥,✱ ② ❝♦♠♣-✐, ♣♦✉- ❧❡
✶✷✷ ❈❤❛♣✐%&❡ ✺✳ ❆✛❡❝%❛%✐♦♥ ❡% ❙01✉❡♥❝❡♠❡♥%
♣#♦❜❧'♠❡ #❡❧❛①, ❡♥ .❡#♠❡/ ❞❡ /.♦❝❦❛❣❡✱ ♣❡#♠❡. ❞❡ ♣#♦♣♦/❡# ❞❡/ /♦❧✉.✐♦♥/ ♠❡✐❧❧❡✉#❡/
♣♦✉# ❧❡ Cmax✱ ♠❛✐/ ❞,❣#❛❞,❡/ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ /.♦❝❦ ✭/♦✉/ #,/❡#✈❡ 9✉❡ ❧❛ ❝♦♥.#❛✐♥.❡
❞❡ ❝❛♣❛❝✐., ❞❡/ ♠❛❝❤✐♥❡/✴❝✉✈❡/ ❡/. #❡/♣❡❝.,❡✮✳ >♦✉# ❛♠,❧✐♦#❡# ❧❛ ♣#♦❞✉❝.✐✈✐., ❞❡
❧✬❛.❡❧✐❡#✱ ❧✬,✈❛❧✉❛.✐♦♥ ❞✉ /.♦❝❦ /❡ .#❛❞✉✐. ❡♥ .❡#♠❡/ ❞✬❛✉❣♠❡♥.❛.✐♦♥ ♥,❝❡//❛✐#❡ ❞✉
.❡♠♣/ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♥/ ❝❡#.❛✐♥❡/ ❝✉✈❡/ ✭♠❛❝❤✐♥❡/✮✳ ■❧ #❡/.❡ ❛❧♦#/ A ✈,#✐✜❡# ❛✉♣#'/ ❞❡/
❝❤✐♠✐/.❡/ 9✉❡ ❝❡..❡ ♠♦❞✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡/ ♣❛#❛♠'.#❡/ ❣❛#❛♥.✐. .♦✉❥♦✉#/ ❧❛ 9✉❛❧✐., ❞❡/
♣#♦❞✉✐./✱ ♠♦②❡♥♥❛♥. ♣❡✉.✲F.#❡ ❞❡/ ♠♦❞✐✜❝❛.✐♦♥/ ❞❡/ ❝❛#❛❝.,#✐/.✐9✉❡/ ❞✉ /②/.'♠❡
♣❤②/✐9✉❡✱ .❡❧❧❡/ 9✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥.#❛.✐♦♥ ❞❡/ ❜❛✐♥/ ❞❛♥/ ❧❡/ ❝✉✈❡/✳ ❉❛♥/ ❝❡ ❝❛/✱ ❧❛ ♣#♦♣♦✲
/✐.✐♦♥ ❞❡ /♦❧✉.✐♦♥/ ❛❧.❡#♥❛.✐✈❡/ #❡❧❛①,❡/✱ /✐ ❡❧❧❡/ /✬❛✈'#❡♥. ✈✐❛❜❧❡/✱ ♣❡✉. ❞❡✈❡♥✐# ✉♥
✈❡❝.❡✉# ❞✬❛♠,❧✐♦#❛.✐♦♥ ❞❡/ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡/ ❞❡ ❧✬❛.❡❧✐❡#✳
>♦✉# ❧❛ .#♦✐/✐'♠❡ ❝❧❛//❡ ❞✬✐♥/.❛♥❝❡/ ♣#♦♣♦/,❡ ♣❛# ❬❉❡#♦✉//✐ ❛♥❞ ◆♦##❡✱ ✷✵✶✵❪✱ ♥♦✉/
♥✬❛✈♦♥/ ♣❛/ .#♦✉✈, ❞❡ #,/✉❧.❛./ ❛//♦❝✐,/ ❞❛♥/ ❧❡/ #,❢,#❡♥❝❡/ ♣♦✉# ❧❡ ❝#✐.'#❡ Cmax✳ ▼❛✐/
♥♦✉/ ❡✛❡❝.✉♦♥/ ❞❡/ ❝♦♠♣❛#❛✐/♦♥/ ❛✈❡❝ ♥♦/ ♠,.❤♦❞❡/ ❚❛❜♦✉ ✭♣♦✉# ,✈❛❧✉❡# ❧✬❛♣♣♦#. ❞❡
❧✬❛❧❣♦#✐.❤♠❡ ❣,♥,.✐9✉❡✮ ❡. ❙❇◆ ✭9✉✐ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉#/ #,/✉❧.❛./ 9✉❡ ❧❡ ❚❛❜♦✉ /❡✉❧✮
✭.❛❜❧❡❛✉ ✺✳✺✮✳ ●❆❚❙ ❛♠,❧✐♦#❡ ❧❡/ #,/✉❧.❛./ ♣♦✉# .♦✉.❡/ ❧❡/ ✐♥/.❛♥❝❡/✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ #❡/♣❡❝✲
.✐✈❡♠❡♥. ❞❡ ✼✱✻✶✪ ❡. ✺✱✻✺✪ ♣❛# #❛♣♣♦#. A ❝❡/ ❞❡✉① ♠,.❤♦❞❡/✳ ◆♦.♦♥/ 9✉❡ ❝❡/ ❡①❡♠♣❧❡/
❝♦♥/✐❞'#❡♥. A ❧❛ ❢♦✐/ ❧❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞✬❛✛❡❝.❛.✐♦♥ ❞❡/ #❡//♦✉#❝❡/ ❞❡ .#❛✐.❡♠❡♥. ❡. ❞❡/ #❡//♦✉#❝❡/
❞❡ .#❛♥/♣♦#.✱ 9✉✐ ❡①♣❧♦✐.❡♥. ♣❧✉/ ❧❡/ ❢♦♥❝.✐♦♥♥❛❧✐.,/ ❞❡ ♥♦.#❡ ❛❧❣♦#✐.❤♠❡ 9✉❡ ❧❡/ ❝❧❛//❡/
♣#,❝,❞❡♥.❡/✳ >❛# ❛✐❧❧❡✉#/✱ ❧❡ .❛❜❧❡❛✉ ✺✳✺ ♠♦♥.#❡ ❧❡/ ✈❛❧❡✉#/ 9✉❡ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ♦❜.❡♥✉❡/ ❛✈❡❝
●❆❚❙ ♣♦✉# ♥♦/ ❞❡✉① ♦❜❥❡❝.✐❢/✳ ❉❛♥/ ❝❡ .❛❜❧❡❛✉✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥/ ❧❡/ ♣#,❝,❞❡♥./✱ ♥♦✉/ ♣♦✉✲
✈♦♥/ #❡♠❛#9✉❡# 9✉❡ ❧❡/ ♠❡✐❧❧❡✉#❡/ /♦❧✉.✐♦♥/ ❛✈❡❝ /.♦❝❦ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉❧ ♥❡ /♦♥. ♣❛/ .♦✉❥♦✉#/
♦❜.❡♥✉❡/ ♣♦✉# ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉# ♠❛❦❡5♣❛♥✳ ▲✬,❝❛#. ❡/. ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✺✱✹✵✪ ✭✶✱✸✽✪ /❛♥/ ❧❛
❞❡#♥✐'#❡ ✐♥/.❛♥❝❡ ❢❥/♣✶✵✮✳ ❉❡ ♣❧✉/✱ ♦♥ ♥♦.❡ 9✉❡ ❧❡ /.♦❝❦ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥❡ ❝♦##❡/♣♦♥❞ ♣❛/ .♦✉✲
❥♦✉#/ A ❧❛ ✈❛❧❡✉# #,❡❧❧❡✳ ❆✐♥/✐✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉# ,❣❛❧❡ A ③,#♦ ♥❡ /✐❣♥✐✜❡ ♣❛/ 9✉❡ ❧❡ /.♦❝❦❛❣❡ #,❡❧
❡/. ,❣❛❧ A ③,#♦✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ❧✬,✈❛❧✉❛.✐♦♥ ❞✉ /.♦❝❦❛❣❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡/. ❢❛✐.❡ /✉# ❧❛ ❜❛/❡ ❞❡/ ❞❛.❡/
❛✉ ♣❧✉/ .^.✳ ◆♦✉/ ,✈❛❧✉♦♥/ ❝❡ /.♦❝❦ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉# ♦#✐❡♥.❡# ❧❛ #❡❝❤❡#❝❤❡ ✈❡#/ ❞❡/ /♦❧✉.✐♦♥/
9✉✐ ♣❡✉✈❡♥. ❝♦##❡/♣♦♥❞#❡ A ❞❡/ ♣#♦❜❧'♠❡/ /❛♥/ ❛✉❝✉♥ /.♦❝❦ ❡♥.#❡ ❧❡/ ♠❛❝❤✐♥❡/✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉/
♣❡#♠❡. ❞❡ ❧✐♠✐.❡# ❧✬❡①♣❧♦#❛.✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡/♣❛❝❡ ❞❡/ /♦❧✉.✐♦♥/✳ >❛# ❛✐❧❧❡✉#/✱ ❝❡ .②♣❡ ❞❡ ♣#♦❜✲
❧'♠❡/ ❡/. ❛✉//✐ #❡♥❝♦♥.#, ❞❛♥/ ❧❡/ ❛.❡❧✐❡#/ ♦_ ❧❡/ .❡♠♣/ ❞❡ .#❛✐.❡♠❡♥. /♦♥. ❜♦#♥,/✳ ❊♥
❡✛❡.✱ /❛♥/ /.♦❝❦❛❣❡ ❡♥.#❡ ❧❡/ ♠❛❝❤✐♥❡/✱ /✐ ❧❡/ .#❛✈❛✉① ♥❡ /♦♥. ♣❛/ ❛✉.♦#✐/,/ A #❡/.❡# /✉#
❧❡/ ♠❛❝❤✐♥❡/ ❛♣#'/ 9✉❡ ❧❡ .❡♠♣/ ❞❡ .#❛✐.❡♠❡♥. ♠❛①✐♠❛❧ /♦✐. ❛..❡✐♥.✱ ❛❧♦#/ ❧❡/ .`❝❤❡/ ❞❡
.#❛✐.❡♠❡♥. ❞♦✐✈❡♥. F.#❡ #,❛❧✐/,❡/ ❡♥ ❝♦♥.✐♥✉✳
▲❡ .❛❜❧❡❛✉ ✺✳✺ ❝♦##❡/♣♦♥❞ A ❧❛ ❝✐♥9✉✐'♠❡ ❝❧❛//❡ ❞✬✐♥/.❛♥❝❡/ ♦_ ❧❡/ .❡♠♣/ ❞❡ .#❛✐.❡♠❡♥.
♠❛①✐♠❛✉① /♦♥. /.#✐❝.❡♠❡♥. /✉♣,#✐❡✉#/ ❛✉① .❡♠♣/ ♠✐♥✐♠❛✉①✳ ◆♦✉/ ❛✈♦♥/ .#♦✉✈, ❧❛ ♠F♠❡
✈❛❧❡✉# ❞❡ ♠❛❦❡5♣❛♥ ✭❝♦❧♦♥♥❡ C1✮ 9✉❡ ❞❛♥/ ❧❡ .❛❜❧❡❛✉ ✺✳✺ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛//❡ ✸ ❛✈❡❝ .❡♠♣/ ✜①❡/✳
❈✬❡/. ♥♦#♠❛❧ ❝❛# ♥♦.#❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♠❛❦❡5♣❛♥ ♥❡ ❞,♣❡♥❞ ♣❛/ ❞✉ .❡♠♣/ ❞❡ .#❛✐.❡♠❡♥. ♠❛①✲
✐♠❛❧✳ ▼❛✐/ /✐ ♥♦✉/ #❡❣❛#❞♦♥/ ❧✬,9✉❛.✐♦♥ ✹✳✸ ❞❡ ♥♦.#❡ ♠♦❞'❧❡✱ ❧❡ .❡♠♣/ ❞✬❛..❡♥.❡ ❛✉① ❡♠✲
♣❧❛❝❡♠❡♥./ ❞❡ /.♦❝❦❛❣❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦#/9✉❡ ❧❡ .❡♠♣/ ❞❡ .#❛✐.❡♠❡♥. ♠❛①✐♠❛❧ ❛✉❣♠❡♥.❡✳ ❊♥
❡✛❡.✱ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡ .❡♠♣/ ✜①❡/✱ ❞'/ 9✉✬✉♥❡ .`❝❤❡ ❞❡ .#❛✐.❡♠❡♥. ❡/. .❡#♠✐♥,❡✱ ❧❡ ♣#♦❞✉✐.
❛//♦❝✐, ❡/. ♣❧❛❝, ❞❛♥/ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥. ❞❡ /.♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ >❛# ❝♦♥.#❡✱ /✐ ❧❛
✺✳✸✳ #$♦❝'❞✉$❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ●❆❚❙ ✶✷✸
❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✕ ❘'(✉❧+❛+( ♣♦✉/ ❧❡( ✐♥(+❛♥❝❡( ❞❡ ❝❧❛((❡ ✸ ❛✈❡❝ ❝/✐+6/❡ ❂
♠❛❦❡5♣❛♥
❚❛❜♦✉ ❙❇◆ ●❆❚❙ ●❛♣+✪
♠✐♥ ♠✐♥ +0♦❝❦❂✵
■♥+0✳ Ctab Csbn C1 +0♦❝❦ C2 gtab gsbn gs
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❢❥+♣✹ ✶✷✻ ✶✸✷ ✶✷✹ ✶✻ ✶✷✻ ✲✶✱✺✾ ✲✻✱✵✻ ✶✱✻✶
❢❥+♣✺ ✶✵✵ ✾✻ ✾✹ ✵ ✾✹ ✲✻✱✵✵ ✲✷✱✵✽ ✵✱✵✵
❢❥+♣✻ ✶✺✷ ✶✹✽ ✶✹✹ ✶✵ ✶✹✻ ✲✺✱✷✻ ✲✷✱✼✵ ✶✱✸✾
❢❥+♣✼ ✶✸✷ ✶✸✷ ✶✷✹ ✷✷ ✶✷✻ ✲✻✱✵✻ ✲✻✱✵✻ ✶✱✻✶
❢❥+♣✽ ✶✽✽ ✶✾✶ ✶✽✵ ✽ ✶✽✸ ✲✹✱✷✻ ✲✺✱✼✻ ✶✱✻✼
❢❥+♣✾ ✶✻✷ ✶✺✹ ✶✺✵ ✶✵ ✶✺✷ ✲✼✱✹✶ ✲✷✱✻✵ ✶✱✸✸
❢❥+♣✶✵ ✶✽✻ ✶✾✷ ✶✼✽ ✸✵ ✷✺✷ ✲✹✱✸✵ ✲✼✱✷✾ ✹✶✱✺✼
♠♦②❡♥♥❡ ❣❛♣ ✲✼✱✻✶✪ ✲✺✱✻✺✪ ✺✱✹✵✪
G❝❛H0 0②♣❡ ❣❛♣ ✵✱✵✻ ✵✱✵✸ ✵✱✶✸
gtab = (C1 − Ctab)/Ctab✱ gsbn = (C1 − Csbn)/Csbn
gs = (C2 − C1)/C1
❞✉/'❡ ♦♣'/❛+♦✐/❡ ❡(+ ❜♦/♥'❡ ✭❛✈❡❝ P+ij > P
−
ij ✮✱ ❡+ <✉❛♥❞ ❧❛ ❜♦/♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡(+ ❛++❡✐♥+❡✱ ❧❛
♣✐6❝❡ /❡(+❡ ❡♥❝♦/❡ (✉/ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❥✉(<✉✬A ❝❡ <✉❡ ❧❡ +❡♠♣( ❞❡ +/❛✐+❡♠❡♥+ ♠❛①✐♠❛❧ P+ij (♦✐+
❛++❡✐♥+✱ ❛✈❛♥+ ❞✬C+/❡ +/❛♥(❢'/' ❞❛♥( ❧❡ (+♦❝❦ ❛✈❛❧✱ (✐ ❛✉❝✉♥❡ /❡((♦✉/❝❡ ❞❡ +/❛♥(♣♦/+ ♥✬❡(+
❞✐(♣♦♥✐❜❧❡✳ ❈❡❧❛ ❡①♣❧✐<✉❡ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❞✉ (❡❝♦♥❞ ❝/✐+6/❡ ✭♠✐♥ (+♦❝❦✮ ❡♥+/❡ ❧❡(
❞❡✉① +❛❜❧❡❛✉①✳ ❙✉✐✈❛♥+ ❧❡ ♠C♠❡ ♣/✐♥❝✐♣❡✱ ✐❧ ❡(+ A ♥♦+❡/ <✉❡ +♦✉+❡ (♦❧✉+✐♦♥ (❛♥( (+♦❝❦❛❣❡
❛✈❡❝ P+ij = P
−
ij ❡(+ ❛✉((✐ (♦❧✉+✐♦♥ ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( ♦I P
+
ij = 1, 2 × P
−
ij ✱ ♠❛✐( <✉❡ ❞❛♥( ❝❡/+❛✐♥(
❝❛( ✭❢❥(♣✹ ❡+ ❢❥(♣✶✵✮✱ ♦♥ ❛//✐✈❡ A ❛♠'❧✐♦/❡/ ❡♥❝♦/❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❞✉ ♠❛❦❡5♣❛♥ ✭✈♦✐/ ❝♦❧♦♥♥❡(
♠✐♥ (+♦❝❦❂✵ ❞❡( ❞❡✉① +❛❜❧❡❛✉①✮✳
▲❡ +❛❜❧❡❛✉ ✺✳✼ ♣/'(❡♥+❡ ❧❡( /'(✉❧+❛+( ❞❡ ❧❛ ✹6♠❡ ❝❧❛((❡✱ ❝♦//❡(♣♦♥❞❛♥+ ❛✉① ✐♥(+❛♥❝❡( ❞❡
❍❙O ❞❡ ✭❬▼❛+❡♦ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✮✳ O♦✉/ ❧❡( (♦❧✉+✐♦♥( ❛✈❡❝ (+♦❝❦❛❣❡ ♠✐♥✐♠❛❧ '❣❛❧ A ③'/♦✱ ♥♦✉(
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♣/'❝'❞❡♥+✳ O♦✉/ ✹✵✪ ❞❡( ✐♥(+❛♥❝❡(✱ ❧❡( '❝❛/+( gmin ❡+ gmax (♦♥+ +♦✉( ♥'❣❛+✐❢(✱ ❝❡ <✉✐ ✈❡✉+
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LB = 2 ∗ T +
∑
j∈[1,O1−1],k,k′∈[1,r]




UB = 2 ∗ T +
∑
j∈[1,O1−1],k,k′∈[1,r]




gmin = (C3 − LB)/LB✱ gmax = (C3 − UB)/UB✳
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Amélioration de l’affectation et du 





Si la nouvelle solution est meilleure
que l’ancienne, remplacer l’ancienne.
- réduction des fenêtres de temps
- évaluation makespan et storage
Évoluation de la population :
- Pareto ranking : classement des
individus
- Trois opérateurs : sélection,
croisement, mutation
Élitisme :
-garder les meilleures solutions
trouvées




Trouver un séquencement adapté au
chromosome et aussi améliorer
l’affectation de départ.
il n’a pas évolué pendant





adapté au chromosome et aussi
améliorer l’affectation de 
départ.
Pour chaque individu :
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CSBN CTabou CGATS CGTSB
Gap1 Gap2 Gap3 Gap4
Gap1 = (CGTSB −Ref)/Ref Gap2 = (CGTSB − CSBN )/CSBN
Gap3 = (CGTSB − CTabou)/CTabou Gap4 = (CGTSB − CGATS)/CGATS
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Gap1 = (CGTSB − LB)/LB✱ Gap2 = (CGTSB − UB)/UB
Gap3 = (CGTSB − CSBN )/CSBN ✱ Gap4 = (CGTSB − CGATS)/CGATS
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶✸ ✕ ❘'(✉❧+❛+( ♣♦✉/ ❧❡( ✐♥(+❛♥❝❡( ❞❡ ❝❧❛((❡ ✹ ❞❡
❬▼❛+❡♦ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ❛✈❡❝ ✺ ❥♦❜6✱ ✺ ❝✉✈❡( ❡+ ✷ /♦❜♦+(
■♥"#✳ CSBN CTabou CGTSB ●❛♣" ✪ )❝❛+#②♣❡
Gap1 Gap2
✺✵✶ ✼✾✺ ✼✼✵ ✼✸✺ ✲✼✱✺✺ ✲✹✱✺✺ ✵
✺✵✷ ✼✷✸ ✼✺✹ ✻✸✾ ✲✶✶✱✻✷ ✲✶✺✱✷✺ ✵
✺✵✸ ✼✶✹ ✼✽✶ ✻✼✵ ✲✻✱✶✻ ✲✶✹✱✷✶ ✵
✺✵✹ ✻✹✼ ✼✵✾ ✺✽✻ ✲✾✱✹✸ ✲✶✼✱✸✺ ✵
✺✵✺ ✻✾✼ ✽✵✶ ✻✾✵ ✲✶✱✵✵ ✲✶✸✱✽✻ ✵
✺✵✻ ✼✷✼ ✼✶✻ ✻✺✸ ✲✶✵✱✶✽ ✲✽✱✽✵ ✵
✺✵✼ ✼✵✽ ✽✵✸ ✻✾✷ ✲✷✱✷✻ ✲✶✸✱✽✷ ✵
✺✵✽ ✻✶✷ ✼✶✶ ✻✻✸ ✽✱✸✸ ✲✻✱✼✺ ✵
✺✵✾ ✻✹✷ ✻✾✷ ✻✻✵ ✷✱✽✵ ✲✹✱✻✷ ✵
✺✶✵ ✻✷✺ ✻✹✷ ✺✽✽ ✲✺✱✾✷ ✲✽✱✹✶ ✵
✺✶✶ ✼✻✺ ✼✼✼ ✼✻✺ ✵✱✵✵ ✲✶✱✺✹ ✵
✺✶✷ ✻✽✹ ✼✹✵ ✻✽✻ ✵✱✷✾ ✲✼✱✸✵ ✵
✺✶✸ ✼✹✶ ✼✻✾ ✼✶✻ ✲✸✱✸✼ ✲✻✱✽✾ ✵
✺✶✹ ✼✼✹ ✼✺✾ ✼✵✺ ✲✽✱✾✶ ✲✼✱✶✶ ✵
✺✶✺ ✺✽✼ ✻✷✹ ✺✽✼ ✵✱✵✵ ✲✺✱✾✸ ✵
✺✶✻ ✼✺✻ ✼✽✻ ✼✺✺ ✲✵✱✶✸ ✲✸✱✾✹ ✵
✺✶✼ ✼✻✵ ✼✶✸ ✻✼✽ ✲✶✵✱✼✾ ✲✹✱✾✶ ✵
✺✶✽ ✼✷✺ ✼✺✹ ✼✷✷ ✲✵✱✹✶ ✲✹✱✷✹ ✵
✺✶✾ ✽✷✺ ✽✸✹ ✼✷✼ ✲✶✶✱✽✽ ✲✶✷✱✽✸ ✵
✺✷✵ ✺✺✻ ✻✺✵ ✺✸✵ ✲✹✱✻✽ ✲✶✽✱✹✻ ✵
✺✷✶ ✼✷✽ ✼✺✼ ✼✷✽ ✵✱✵✵ ✲✸✱✽✸ ✵
✺✷✷ ✶✶✵✼ ✶✵✸✼ ✾✼✹ ✲✶✷✱✵✶ ✲✻✱✵✽ ✵
✺✷✸ ✾✷✾ ✾✻✾ ✾✵✹ ✲✷✱✻✾ ✲✻✱✼✶ ✵
✺✷✹ ✼✵✶ ✻✾✺ ✻✾✼ ✲✵✱✺✼ ✵✱✷✾ ✵
✺✷✺ ✾✺✽ ✽✼✼ ✽✶✹ ✲✶✺✱✵✸ ✲✼✱✶✽ ✵
✺✷✻ ✾✻✾ ✽✻✻ ✼✾✹ ✲✶✽✱✵✻ ✲✽✱✸✶ ✵
✺✷✼ ✽✵✺ ✼✽✾ ✼✸✾ ✲✽✱✷✵ ✲✻✱✸✹ ✵
✺✷✽ ✻✾✷ ✼✼✶ ✻✽✼ ✲✵✱✼✷ ✲✶✵✱✽✾ ✵
✺✷✾ ✽✻✺ ✽✹✵ ✼✼✻ ✲✶✵✱✷✾ ✲✼✱✻✷ ✵
✺✸✵ ✾✼✾ ✾✽✺ ✶✵✵✺ ✷✱✻✻ ✷✱✵✸ ✵
♠♦②❡♥♥❡ ✲✹✱✾✸ ✲✼✱✽✺ ✵
Gap1 = (CGTSB − CSBN )/CSBN ✱ Gap2 = (CGTSB −
CTabou)/CTabou
✺✳✺✳ ❇✐❧❛♥ ✶✸✺
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✹ ✕ ❘'(✉❧+❛+( ♣♦✉/ ❧❡( ✐♥(+❛♥❝❡( ❞❡ ❝❧❛((❡ ✹ ✿ ❬7❛✉❧ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪
■♥"#✳ ❘❡❢✳ ()"✉❧#❛#" ♠♦②❡♥" ()"✉❧#❛#" ❙❇◆ ●❛♣"
❆❚❲ )❝❛(#②♣❡ ♠❡✐❧❧❡✉( ♠♦②❡♥♥❡ )❝❛(#②♣❡ GapATW (%)
✶ ✷✽✱✻✾ ✶✱✼✷ ✷✶✱✷✽ ✷✸✱✹✶ ✶✱✺✶ ✲✶✽✱✹✶
✷ ✷✼✱✾✹ ✷✱✻✸ ✷✷✱✶✸ ✷✸✱✼✼ ✷✱✵✺ ✲✶✹✱✾✸
✸ ✷✼✱✼✻ ✷✱✻✸ ✷✶✱✼✼ ✷✷✱✾✻ ✵✱✼✺ ✲✶✼✱✷✽
✹ ✷✼✱✻✵ ✸✱✷✼ ✷✹✱✵✶ ✷✺✱✾✵ ✶✱✵✸ ✲✻✱✶✽
✺ ✷✼✱✾✶ ✸✱✷✸ ✷✵✱✷✾ ✷✷✱✷✶ ✶✱✵✽ ✲✷✵✱✹✶
✻ ✷✻✱✼✸ ✷✱✼✻ ✶✽✱✽✾ ✷✶✱✻✽ ✶✱✺✼ ✲✶✽✱✽✼
✼ ✷✼✱✸✼ ✸✱✵✸ ✷✶✱✺✾ ✷✹✱✷✻ ✷✱✶✷ ✲✶✶✱✸✼
✽ ✷✼✱✻✾ ✷✱✼✸ ✷✺✱✷✷ ✷✼✱✼✼ ✶✱✸✼ ✵✱✸✶
✾ ✷✻✱✽✽ ✷✱✽✸ ✷✷✱✺✶ ✷✹✱✷✸ ✶✱✼✹ ✲✾✱✽✺
✶✵ ✷✼✱✵✼ ✸✱✵✺ ✷✺✱✸✹ ✷✼✱✺✽ ✶✱✽✼ ✶✱✾✵
✶✶ ✷✼✱✼✹ ✸✱✹✽ ✷✺✱✵✷ ✷✼✱✷✹ ✶✱✶✽ ✲✶✱✽✸
✶✷ ✷✻✱✹✾ ✸✱✵✵ ✷✻✱✾✼ ✷✼✱✵✺ ✵✱✺✶ ✷✱✶✸
✶✸ ✷✼✱✷✼ ✸✱✷✷ ✷✻✱✹✻ ✷✾✱✵✻ ✶✱✹✾ ✻✱✺✺
✶✹ ✷✻✱✻✸ ✶✱✾✾ ✷✽✱✼✶ ✸✵✱✾✽ ✶✱✷✼ ✶✻✱✸✺
♠♦②❡♥♥❡ ✶✱✹ ✲✻✱✺✻
GapATW = (Cmax −ATW )/ATW
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✺ ✕ ❘'(✉❧+❛+( ❝♦♠♣❛/'( ❛✈❡❝ ❙❇◆ ♣♦✉/ ❧❡( ✐♥(+❛♥❝❡( ❞❡ ❝❧❛((❡
✹ ❞❡ ❬7❛✉❧ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❛✈❡❝ ✹✵ ❥♦❜(✱ ✶✽ ❝✉✈❡( ❡+ ✶ /♦❜♦+
■♥"# ❙❇◆ ●❚❙❇ ●❛♣"✪






✶ ✷✷✱✺✻✶✼ ✷✸✱✼✵✺✾ ✷✶✱✷✽ ✷✸✱✹✶ ✲✺✱✼✵ ✲✶✱✷✹
✷ ✷✹✱✷✻✽✸ ✷✹✱✵✾✾✻ ✷✷✱✶✸ ✷✸✱✼✼ ✲✽✱✽✷ ✲✶✱✸✼
✸ ✷✶✱✵✾✼✷ ✷✸✱✶✶✵✾ ✷✶✱✼✼ ✷✷✱✾✻ ✸✱✶✾ ✲✵✱✻✺
✹ ✷✶✱✺✻✷✷ ✷✺✱✻✺✵✼ ✷✹✱✵✶ ✷✺✱✾✵ ✶✶✱✸✸ ✵✱✾✼
✺ ✷✵✱✺✾✺✻ ✷✷✱✷✶✹✹ ✷✵✱✷✾ ✷✷✱✷✶ ✲✶✱✹✼ ✲✵✱✵✷
✻ ✷✷✱✸✸✺✽ ✷✷✱✸✵✹✽ ✶✽✱✽✾ ✷✶✱✻✽ ✲✶✺✱✹✸ ✲✷✱✼✽
✼ ✷✷✱✼✽✾✼ ✷✺✱✸✶✷✵ ✷✶✱✺✾ ✷✹✱✷✻ ✲✺✱✷✽ ✲✹✱✶✻
✽ ✷✹✱✵✵✽✸ ✷✼✱✸✽✶✹ ✷✺✱✷✷ ✷✼✱✼✼ ✺✱✵✻ ✶✱✹✹
✾ ✷✷✱✵✹✹✹ ✷✹✱✷✷✶✸ ✷✷✱✺✶ ✷✹✱✷✸ ✷✱✶✵ ✵✱✵✸
✶✵ ✷✻✱✶✶✵✻ ✷✼✱✽✽✾✷ ✷✺✱✸✹ ✷✼✱✺✽ ✲✷✱✾✹ ✲✶✱✶✵
✶✶ ✷✹✱✼✽✵✸ ✷✻✱✽✷✻✻ ✷✺✱✵✷ ✷✼✱✷✹ ✵✱✾✺ ✶✱✺✷
✶✷ ✷✸✱✸✹✽✶ ✷✺✱✾✹✻✶ ✷✻✱✾✼ ✷✼✱✵✺ ✶✺✱✺✶ ✹✱✷✺
✶✸ ✷✻✱✹✹✹✷ ✷✽✱✼✾✾✼ ✷✻✱✹✻ ✷✾✱✵✻ ✵✱✵✻ ✵✱✾✵
✶✹ ✷✽✱✶✽✷✺ ✸✶✱✶✷✹✹ ✷✽✱✼✶ ✸✵✱✾✽ ✶✱✽✻ ✲✵✱✹✺
♠♦②❡♥♥❡ ❣❛♣ ✵✱✵✸ ✲✵✱✶✾
)❝❛(# #②♣❡ ❣❛♣ ✵✱✵✽ ✵✱✵✷
ga = (C2 − C1)/C1
gb = (C2′ − C1′)/C1′
✶✸✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✺✳ ❆✛❡❝%❛%✐♦♥ ❡% ❙01✉❡♥❝❡♠❡♥%
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✻ ✕ ❘'(✉❧+❛+( ♣♦✉/ ❧❡( ✐♥(+❛♥❝❡( ❞❡ ❝❧❛((❡ ✺ ❛✈❡❝ ❝/✐+6/❡ ❂ ♠❛❦❡$♣❛♥
■♥"#✳ ▼❡✐❧❧❡✉* Cmax ❞❡ ●❆❚❙ ▼❡✐❧❧❡✉* Cmax ❞❡ ●❚❙❇ ●❛♣"✪
❛✈❡❝ ♠✐♥ "#♦❝❦❃✵ ▼✐♥ "#♦❝❦❂✵ ❛✈❡❝ ♠✐♥ "#♦❝❦❃✵ ▼✐♥ "#♦❝❦❂✵
CGATS "#♦❝❦ C
′
GATS CGTSB "#♦❝❦ C
′
GTSB g1 g2
❢❥"♣✶ ✶✹✹ ✹ ✶✹✻ ✶✹✹ ✺✹ ✶✻✽ ✵✱✵✵ ✶✻✱✻✼
❢❥"♣✷ ✶✶✽ ✶✺ ✶✷✷ ✶✷✵ ✹✹ ✶✸✻ ✶✱✻✾ ✶✸✱✸✸
❢❥"♣✸ ✶✷✹ ✵ ✶✷✹ ✶✷✹ ✻✶ ✶✻✷ ✵✱✵✵ ✸✵✱✻✺
❢❥"♣✹ ✶✷✹ ✵ ✶✷✹ ✶✶✽ ✺✹ ✶✸✵ ✲✹✱✽✹ ✶✵✱✶✼
❢❥"♣✺ ✾✹ ✵ ✾✹ ✾✹ ✸✻ ✶✸✵ ✵✱✵✵ ✸✽✱✸✵
❢❥"♣✻ ✶✹✹ ✶✵ ✶✹✻ ✶✹✹ ✻✷ ✶✻✽ ✵✱✵✵ ✶✻✱✻✼
❢❥"♣✼ ✶✷✹ ✶✻ ✶✷✻ ✶✷✷ ✺✻ ✶✻✹ ✲✶✱✻✶ ✸✹✱✹✸
❢❥"♣✽ ✶✽✵ ✼ ✶✽✸ ✶✽✵ ✼ ✷✵✺ ✵✱✵✵ ✶✸✱✽✾
❢❥"♣✾ ✶✺✵ ✶✵ ✶✺✷ ✶✺✵ ✶✵ ✶✻✽ ✵✱✵✵ ✶✷✱✵✵
❢❥"♣✶✵ ✶✼✽ ✵ ✶✼✽ ✶✼✽ ✵ ✷✵✷ ✵✱✵✵ ✶✸✱✹✽
♠♦②❡♥♥❡ ✲✵✱✹✽✪ ✶✾✱✾✻✪
J❝❛*# #②♣❡ ✵✱✵✷ ✵✱✶✵







❚❛❜❧❡ ✺✳✶✼ ✕ ❙②♥(❤❡+❡ ❞❡+ -.+✉❧(❛(+
■♥"#✳ ❚❛❜♦✉ ❙❇◆ ●❆❚❙ ●❚❙❇
❈❧❛""❡ ✶ ✷ ✹ ✶ ✸ ●❆❚❙
❈❧❛""❡ ✷ ✸ ✹ ✷ ✶ ●❚❙❇
❈❧❛""❡ ✸ ❈♠❛① ✹ ✸ ✷ ✶
❈❧❛""❡ ✸ "♦*#✐❡ ✸ ✷ ✶
❈❧❛""❡ ✹ ▼❛#❡♦ ❡# ❈♦♠♣❛♥② ✸ ✷ ❳ ✶
5× 5 ✷ *♦❜♦#
❈❧❛""❡ ✹ ▼❛#❡♦ ❡# ❈♦♠♣❛♥② ❳ ✷ ❳ ✶
5× 5 ❡# ✶ *♦❜♦#
❈❧❛""❡ ✹ P❛✉❧ ❡# ❛❧✳ ✲ ✷ ❳ ✶
❈❧❛""❡ ✺ ❳ ❳ ✷ ✶
*❛♥❣❡ ♠♦②❡♥ ✸ ✷✱✼ ✷ ✶✱✷✺
✺✳✺✳ ❇✐❧❛♥ ✶✸✼
#✉❡ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ❞,✜♥✐ ❛✉ ❞,❜✉0 ❞❡ ❝❡ ♠,♠♦✐3❡✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ♥♦03❡ ♠,0❤♦❞❡ ❤②❜3✐❞❡ ●❚❙❇
❞♦♥♥❡ ❞❡( 3,(✉❧0❛0( #✉✐ ♥❡ (♦♥0 ♣❛( (✐ ❧♦✐♥ ❞❡( ♠❡✐❧❧❡✉3(✱ ♣♦✉3 ✉♥❡ ❡①♣❧♦✐0❛0✐♦♥ #✉✐ ❞,✲
♣❛((❡ ❧❡ ❝❛❞3❡ (03✐❝0 ❞❡ 3,(♦❧✉0✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣3♦❜❧B♠❡ (♣,❝✐✜#✉❡ ✿ ❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐♠❡♥(✐♦♥♥❡♠❡♥0
❞✉ (0♦❝❦✱ ❛✐❞❡ E ❧✬❛♠,❧✐♦3❛0✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡( ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡(✱ 3,(♦❧✉0✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡3(❡( ❝❧❛((❡(
❞❡ ♣3♦❜❧B♠❡( ♣♦((✐❜❧❡(✱ (❛♥( ✐❞❡♥0✐✜❝❛0✐♦♥ ♣3,❝✐(❡ ♣3,❛❧❛❜❧❡✳ ◆♦✉( ♣♦✉✈♦♥( ❝♦♥❝❧✉3❡ #✉❡
♥♦03❡ ❛❧❣♦3✐0❤♠❡ ♠,0❛❤❡✉3✐(0✐#✉❡ ❤②❜3✐❞❡ ♦✛3❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣3♦♠✐( ❡♥03❡ ❧❡( ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡(
❡0 ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐0, ❞❡ 3,(♦❧✉0✐♦♥ ✭❝❛♣❛❝✐0, E 03❛✐0❡3 ♣❧✉(✐❡✉3( 0②♣❡( ❞❡ ♣3♦❜❧B♠❡( ❝♦♠♣❧❡①❡(
❞✬♦3❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥0 ❡♥ ❥♦❜ *❤♦♣✮✳




▲❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ●❋❏❙❙- .✉❡ ♥♦✉1 2#❛✐2♦♥1 ❡♥❣❧♦❜❡ ✉♥ ❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥2#❛✐♥2❡1 ❛11♦❝✐8❡1
9 ❞✐✈❡#1 2②♣❡1 ❞❡ ❥♦❜ 1❤♦♣ ❛✈❡❝ 2#❛♥1♣♦#2 82✉❞✐81 ❞❛♥1 ❧❛ ❧✐228#❛2✉#❡✳ ❈❡22❡ ❣8♥8#❛❧✐1❛2✐♦♥
✐♠♣❧✐.✉❡ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧28 ❞❡ ♠♦❞8❧✐1❛2✐♦♥ 1✉♣♣❧8♠❡♥2❛✐#❡✱ .✉✐ #❡♥❞ ❡✛❡❝2✐✈❡♠❡♥2 ♣❧✉1 ❞✐✣❝✐❧❡
❧❛ #81♦❧✉2✐♦♥ ❞✉ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞✬♦#❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥2✱ ② ❝♦♠♣#✐1 ❛✈❡❝ ❞❡1 ❤❡✉#✐12✐.✉❡1 ♦✉ ❞❛♥1 ❞❡1
❝❛1 ♣❛#2✐❝✉❧✐❡#1✱ 2❡❧1 .✉❡ ❝❡✉① .✉❡ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 8✈♦.✉81 ❛✉ ❝❤❛♣✐2#❡ ✹✳ ❆✐♥1✐✱ ❧✬❛♠8❧✐♦#❛2✐♦♥
❞❡1 1♦❧✉2✐♦♥1 ❞❡ #8❢8#❡♥❝❡✱ .✉✐ ❡12 ❧✬♦❜❥❡2 ❞❡ ♣❧✉1✐❡✉#1 2#❛✈❛✉① ❞❛♥1 ❧❛ ❧✐228#❛2✉#❡ ❞❛♥1
❧❡1 ♣#♦❜❧'♠❡1 ❛✈❡❝ 12♦❝❦❛❣❡ ✐❧❧✐♠✐28✱ ❡12 ❝♦♥2#❛#✐8❡ ♣❛# ❧❛ ♥8❝❡11✐28 ♣#❡♠✐'#❡ ❞❡ 2#♦✉✈❡#
❞❡1 1♦❧✉2✐♦♥1 ❢❛✐1❛❜❧❡1✱ ❝❡ .✉✐ ❡12 ❧❡ ♣#❡♠✐❡# ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❞❡1 ❝❛1 1❛♥1 12♦❝❦✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐1♦♥
❞❡ ❝❡1 ❞❡✉① ❛1♣❡❝21 ❡①♣❧✐.✉❡ ❡♥ ♣❛#2✐❡ .✉❡ ❧❡1 #81✉❧2❛21 ♦❜2❡♥✉1 ❛✈❡❝ ♥♦1 ♠82❤♦❞❡1 ♥❡
1♦✐❡♥2 ♣❛#❢♦✐1 ♣❛1 ❛✉11✐ ❜♦♥1 .✉❡ ♥♦✉1 ❧✬❛✈✐♦♥1 ❡1♣8#8✳ ❚♦✉2❡❢♦✐1✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ♣✉ #81♦✉❞#❡
❞❡1 ♣#♦❜❧'♠❡1 ❝♦♠♣❧❡①❡1 ❡♥ 2❡#♠❡1 ❞❡ ❝♦♥2#❛✐♥2❡1✱ ❡2 ❞❡ 2❛✐❧❧❡ #❡❧❛2✐✈❡♠❡♥2 ✐♠♣♦#2❛♥2❡✱ ②
❝♦♠♣#✐1 1✉# ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡1 ✐♥12❛♥❝❡1✳ -♦✉# ♣❛#✈❡♥✐# 9 ❝❡ #81✉❧2❛2✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ❝♦♠❜✐♥8 ✉♥❡
♣#♦❝8❞✉#❡ 2❛❜♦✉ ❛②❛♥2 ♣♦✉# ♦❜❥❡❝2✐❢ ❞✬❛♠8❧✐♦#❡# ✉♥❡ 1♦❧✉2✐♦♥ ✐♥✐2✐❛❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠82❤♦❞❡
❤②❜#✐❞❡ ❞❡ 2②♣❡ 1❤✐❢2✐♥❣ ❜♦22❧❡♥❡❝❦ ✭❙❇◆✮ ❞❡12✐♥8❡ 9 ❢♦✉#♥✐# ❛✉ 2❛❜♦✉ ✉♥❡ 1♦❧✉2✐♦♥ ✐♥✐2✐❛❧❡
❢❛✐1❛❜❧❡✳ ▲❡ 2♦✉2 82❛♥2 ✐♥28❣#8 ❞❛♥1 ✉♥ ❛❧❣♦#✐2❤♠❡ ❣8♥82✐.✉❡✱ .✉✐ ❛❧✐♠❡♥2❡ ❡♥ ♣❛#2✐❝✉❧✐❡#
❧❡ ❙❇◆ ❡♥ ❛✛❡❝2❛2✐♦♥ ♣#8❛❧❛❜❧❡ ❞❡1 2N❝❤❡1 ❞❡ 2#❛✐2❡♠❡♥2✳
✻✳✷ ,❡.)♣❡❝0✐✈❡)
❊♥ 2❡#♠❡1 ❞❡ ♣❡#1♣❡❝2✐✈❡1✱ ❞❡✉① ❞✐#❡❝2✐♦♥1 ♣❡✉✈❡♥2 P2#❡ ❡♥✈✐1❛❣8❡1 9 ♣❛#2✐# ❞❡ ♥♦1
2#❛✈❛✉① ✿ ❡❧❧❡1 ❝♦♥❝❡#♥❡♥2 #❡1♣❡❝2✐✈❡♠❡♥2 ❧✬❡①2❡♥1✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞'❧❡ ❡2 ❧✬❛♠8❧✐♦#❛2✐♦♥ ❞❡1
♠82❤♦❞❡1✳
✶✸✾
✶✹✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉/✐♦♥
✻✳✷✳✶ ❊①&❡♥)✐♦♥)
◆♦%&❡ ♠♦❞*❧❡ ❣-♥-&✐0✉❡ ❛❝%✉❡❧ ♥❡ ♣&❡♥❞ ♣❛5 ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❛ %♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ %&❛♥5♣♦&%✳
❉♦♥❝✱ ❡♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡&✱ ♥♦✉5 ♥❡ %&❛✐%♦♥5 ♣❛5 ❧❡ ♣&♦❜❧*♠❡ ❞✉ &✐50✉❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐5✐♦♥✳ ❊♥ ♣&❡♥❛♥%
❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❛ 5%&✉❝%✉&❡ ❞✉ &-5❡❛✉ ❞❡ %&❛♥5♣♦&% ❡% ❧❡5 &*❣❧❡5 ❞❡ ♣✐❧♦%❛❣❡ ❛55♦❝✐-❡5✱ ❧❛ ❢❛✐5✲
❛❜✐❧✐%- ❞❡5 5♦❧✉%✐♦♥5 ♣♦✉&&❛✐% =%&❡ &❡♠✐5❡ ❡♥ ❝❛✉5❡ ❡% 5❡&❛ ❞♦♥❝ > ♥♦✉✈❡❛✉ > ✈❛❧✐❞❡&✳ ❯♥❡
❛♣♣&♦❝❤❡ ♣♦55✐❜❧❡ 5❡&❛✐% ❞❡ ❝❤❡&❝❤❡& ❞✬❛❜♦&❞ ❧❡5 5♦❧✉%✐♦♥5 5❛♥5 ❝♦♥5✐❞-&❡& ❧❡5 ❝♦♥%&❛✐♥%❡5
❞❡ %♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❡♥ ✉%✐❧✐5❛♥% ❧❡5 ❛❧❣♦&✐%❤♠❡5 ♣&♦♣♦5-5✳ C✉✐5 ❧❛ ❢❛✐5❛❜✐❧✐%- ❞❡ ❝❡5 5♦❧✉%✐♦♥5 5❡&❛✐%
❛♥❛❧②5-❡ ❛ ♣♦5%❡&✐♦&✐ &❡❧❛%✐✈❡♠❡♥% ❛✉① ❝♦♥%&❛✐♥%❡5 ✐♥❞✉✐%❡5 ♣❛& ❝❡5 &-5❡❛✉①✳ ❈❡%%❡ ♠-%❤♦❞❡
❡5% ✐♥%-&❡55❛♥%❡ ♣♦✉& ❞❡5 &-5❡❛✉① ❛✈❡❝ ✢❡①✐❜✐❧✐%- ❞❡ &♦✉%❛❣❡✳
❉❡ ♣❧✉5✱ ♥♦✉5 ♣♦✉&&✐♦♥5 -%❡♥❞&❡ ♥♦%&❡ ♠♦❞*❧❡ ♣♦✉& ② ✐♥%-❣&❡& ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡5 ❤②♣♦%❤*5❡5 ✿
✕ &❡♥❞&❡ ❧❡5 &❡❧❡❛/❡ ❞❛%❡/ ✈❛&✐❛❜❧❡5 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❡5 ♥♦&♠❛❧✐5❡& ♣❛& ③-&♦✳ ❈❡5 ❝♦♥%&❛✐♥%❡5
♣❡✉✈❡♥% ❢❛❝✐❧❡♠❡♥% =%&❡ ✐♥%-❣&-❡5 ❞❛♥5 ♥♦%&❡ ❣&❛♣❤❡ ❣-♥-&✐0✉❡ ❡♥ ❧❡5 ❛❥♦✉%❛♥% ❡♥%&❡
❧❡ ♥L✉❞ ❞❡ ❞-♣❛&% ❡% ❧❡5 ♥L✉❞5 ❞❡ 5%♦❝❦❛❣❡ ❛♠♦♥% ❞❡ ❧❛ ♣&❡♠✐*&❡ %N❝❤❡ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ❥♦❜✳
✕ &❡♥❞&❡ ❧❡5 ❞✉❡ ❞❛%❡/ ✈❛&✐❛❜❧❡5 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❡✉& ❛✛❡❝%❡& ✉♥❡ %&*5 ❣&❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉&✳ ❈❡❧❛
♣♦✉&&❛✐% ✐♥❞✉✐&❡ ❧❛ ♣&✐5❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝&✐%*&❡ ❧✐- ❛✉ &❡%❛&❞✳
✕ ❧❡ %❡♠♣5 ❞❡ %&❛✐%❡♠❡♥% ♣♦✉& ❝❤❛0✉❡ ♦♣-&❛%✐♦♥ ♣❡✉%✲=%&❡ ❞-♣❡♥❞❛♥% ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱
❝❡ 0✉✐ ❝♦&&❡5♣♦♥❞ ♣❧✉5 > ✉♥ ❝❛5 &-❡❧✳ ❆✐♥5✐✱ ❧✬❛✛❡❝%❛%✐♦♥ ❞❡5 &❡55♦✉&❝❡5 ✐♠♣❛❝%❡ ♣❧✉5
❧❡ ♠❛❦❡/♣❛♥✳
✕ &❡♥❞&❡ ❧❡ %❡♠♣5 ❞❡ ❞-♣❧❛❝❡♠❡♥% ❡♥ ❝❤❛&❣❡ ❡%✴♦✉ > ✈✐❞❡ ❞-♣❡♥❞❛♥% ♥♦♥ 5❡✉❧❡♠❡♥%
❞❡5 &❡55♦✉&❝❡5 ❞❡ %&❛✐%❡♠❡♥%✱ ♠❛✐5 ❛✉55✐ ❞❡5 &❡55♦✉&❝❡5 ❞❡ %&❛♥5♣♦&% ❡%✴♦✉ ❞✉ ❥♦❜
%&❛♥5♣♦&%-✳ ▲❡ ♣&❡♠✐❡& 5✬❛❞&❡55❡ ❛✉① &❡55♦✉&❝❡5 ❞❡ %&❛♥5♣♦&% ♥♦♥ ✐❞❡♥%✐0✉❡5✱ ♣❛&
❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡5 ✈✐%❡55❡5 ❞❡ ❞-♣❧❛❝❡♠❡♥% ✈❛&✐-❡5✳
✕ ♣❡&♠❡%%&❡ ❛✉① %N❝❤❡5 ❞❡ %&❛♥5♣♦&% ❞✬=%&❡ ❡✛❡❝%✉-❡5 ♣❛& ✉♥ 5♦✉5✲❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡5 &❡55♦✉&❝❡5
❞❡ %&❛♥5♣♦&%✳ C♦✉& ❛♣♣❧✐0✉❡& ❝❡%%❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡✱ ♥♦✉5 ♣♦✉✈♦♥5 ♠♦❞✐✜❡& ✉♥❡ ♣❛&%✐❡ ❞❡5
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Donées d’entrée:
Informations des gammes des
travaux à traiter
Procédure de SBN
- recherche les séquences faisables pour
les ressources de traitement;
- recherche les séquences faisables pour
les ressources de transport;
Procédure de SBN
- affecter et recherche les séquences
faisables pour les ressources de
traitement;
- affecter et recherche les séquences
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✭2❡8♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ✻✹ ♦✉ ✽ ❢♦✐8 ♣❧✉8 ❧♦♥❣ ♣❛2 2❛♣♣♦2* ❛✉① ❞❡✉① ❛✉*2❡8 ❣2❛♣❤❡8✮✳ W♦✉2 ❝❡❧❛✱
♥♦✉8 ♣♦✉22✐♦♥8 ❡♥✈✐8❛❣❡2 ✉♥❡ ❝♦♥8*2✉❝*✐♦♥ ❛✉ ❢✉2 ❡* X ♠❡8✉2❡ ❞✬✉♥ ❣2❛♣❤❡ ♣❛2*✐❡❧ C✉✐ ❝♦♥✲
*✐❡♥* ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ❥♦❜/ ❛❝*✉❡❧ ❞❛♥8 ❧❡ 8②8*;♠❡ ❞❡ ♣2♦❞✉❝*✐♦♥✳ ■❧ ♥✬❡8* ❛❧♦28 ♣❧✉8 ♥3❝❡88❛✐2❡
❞✬❛❥♦✉*❡2 ❞❡8 ❛2❝8 8✉♣♣❧3♠❡♥*❛✐2❡8 ✭❝♦♠♠❡ ♣2♦♣♦83 ❞❛♥8 ❧❡8 ❝❛8 ♣❛2*✐❝✉❧✐❡28 ❞✉ ❝❤❛♣✐*2❡
✹✮✳ ❈❡ ❣2❛♣❤❡ ♣❛2*✐❡❧ ♣♦✉22❛✐* ❛✉88✐ [*2❡ ✉*✐❧✐83 ♣♦✉2 ✉♥ ♣2♦❜❧;♠❡ ❞✬♦2❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥* ❞②✲
♥❛♠✐C✉❡✳
❈❛❧❝✉❧ ♣❛%❛❧❧2❧❡
W♦✉2 23❞✉✐2❡ ❧❡ *❡♠♣8 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦♥ ♣❡✉* ✉*✐❧✐8❡2 ❞❡8 *❡❝❤♥✐C✉❡8 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛2❛❧❧;❧❡
♦✉ ❞✐8*2✐❜✉3✳ ❈❡8 *❡❝❤♥✐C✉❡8 ❞3❝♦♠♣♦8❡♥* ✉♥ ❛❧❣♦2✐*❤♠❡ ❡♥ ♣❧✉8✐❡✉28 8♦✉8 *\❝❤❡8✱ ❡* ❧❡8
❞✐8*2✐❜✉❡♥* 8✉2 ♣❧✉8✐❡✉28 ♣2♦❝❡88❡✉28 ♦] ❡❧❧❡8 8♦♥* ❡①3❝✉*3❡8 8✐♠✉❧*❛♥3♠❡♥*✳ ▲❡8 ♣2♦❝❡88✉8
❞♦✐✈❡♥* [*2❡ 8②♥❝❤2♦♥✐838 ♣♦✉2 2❡8♣❡❝*❡2 ❧❡8 ❞3♣❡♥❞❛♥❝❡8 ❡♥*2❡ *\❝❤❡8✳ ❚2♦✐8 3❧3♠❡♥*8
❞♦✐✈❡♥* [*2❡ ❝♦♥8✐❞3238 ♣♦✉2 ✉♥❡ ✐♠♣❧3♠❡♥*❛*✐♦♥ ♣❛2❛❧❧;❧❡ ♦✉ ❞✐8*2✐❜✉3❡ ✿ ✉♥ ❡♥8❡♠❜❧❡ ❞❡
2❡88♦✉2❝❡8 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭♣2♦❝❡88❡✉28 ♦✉ ♦2❞✐♥❛*❡✉28✮✱ ❧❛ ♣❛2❛❧❧3❧✐8❛*✐♦♥ ❞✉ ♣2♦❜❧;♠❡✱ ❡* 8♦♥
✐♠♣❧3♠❡♥*❛*✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♣❡2♠❡* ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡2 ❧❡ *❡♠♣8 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡* ❞❡ ♣2❡♥❞2❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❞❡8
♣2♦❜❧;♠❡8 ❞❡ *❛✐❧❧❡ ♣❧✉8 ✐♠♣♦2*❛♥*❡✳ ❉❛♥8 ♥♦8 ❛❧❣♦2✐*❤♠❡8✱ ♣❧✉8✐❡✉28 *\❝❤❡8 ♣❡✉✈❡♥* [*2❡
♣❛2❛❧❧3❧✐83❡8 ✿
✻✳✷✳ #❡%&♣❡❝)✐✈❡& ✶✹✸
✕ ❧✬&✈❛❧✉❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛2✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ 2✉✐ ♣❡✉* 4*5❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥* ♣❛5❛❧❧&❧✐8&❡ 8✉5 ❧❡8 ❞✐✛&5❡♥*8
❝:✉58 ❞✬✉♥ ♣5♦❝❡88❡✉5 ❣5<❝❡ = ❖♣❡♥▼@ ❀




✶✳ ●❡♥❡%❛❧ (✉%♣♦,❡ ❝♦♠♣✉/✐♥❣ ♦♥ ●%❛♣❤✐❝, (%♦❝❡,,✐♥❣ ❯♥✐/,✱ ,♦✐/ ❝❛❧❝✉❧ ❣5♥5%❛❧ ❡✛❡❝/✉5 ,✉% ❞❡,
♣%♦❝❡,,❡✉%, ❣%❛♣❤✐8✉❡,✳












❞✈❛& ✐♥/ 9❏✐❥❦❬✶✳✳♥❪❬✶✳✳♠❛①❖✐❪❬✶✳✳♠❪ ✐♥ ✵✳✳✶❀
❞✈❛& ✐♥/ /❬✶✳✳♥❪❬✶✳✳♠❛①❖✐✲✶❪❬✶✳✳♠❪❬✶✳✳&❪❀
❞✈❛& ✐♥/ ❚❬✶✳✳♥❪❬✶✳✳♠❛①❖✐✲✶❪❬✶✳✳♠❪❬✶✳✳&❪❀
❞✈❛& ✐♥/ ❚❏✐❥❤❬✶✳✳♥❪❬✶✳✳♠❛①❖✐✲✶❪❬✶✳✳&❪ ✐♥ ✵✳✳✶❀










❢♦&❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮ ♣❬✐❪❬✶❪❬❦❪❃❂✵❀
❢♦&❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮
✶✹✼





❢♦0❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✲✶✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠✱ ❤ ✐♥ ✶✳✳0✮
=❬✐❪❬❥❪❬❦❪❬❤❪❃❂✵❀
✴✴❞❛=❡ ❞❡ ❢✐♥ ❞✉ ❥♦❜ ✐
❢♦0❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✮ ❝✶❂❝❬✐❪❂❂D✉♠✭❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮✭♣❬✐❪❬❖✐❬✐❪❪❬❦❪✰G❬✐❪❬❖✐❬✐❪❪❬❦❪✮❀
✴✴D❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝=✐❢
❙=♦0❂❂D✉♠✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✷✳✳❖✐❬✐❪✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮❯❙❬✐❪❬❥❪❬❦❪✰
D✉♠✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✲✶✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮❉❙❬✐❪❬❥❪❬❦❪❀
✴✴❝❛❧❝✉❧ ❞❡D ❞✉0I❡D ❞❡ D=♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ❛♠♦♥= ❡= ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧✬♦♣I0❛=✐♦♥ ❖G✐❥
❢♦0❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✲✶✮
D✉♠✭❦✶ ✐♥ ✶✳✳♠✱ ❤ ✐♥ ✶✳✳0✮✭=❬✐❪❬❥❪❬❦✶❪❬❤❪✰❚❬✐❪❬❥❪❬❦✶❪❬❤❪✮❂❂
D✉♠✭❦✷ ✐♥ ✶✳✳♠✮✭♣❬✐❪❬❥✰✶❪❬❦✷❪✲❯❙❬✐❪❬❥✰✶❪❬❦✷❪✮❀
❢♦0❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✲✶✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮
❝✻❂❉❙❬✐❪❬❥❪❬❦❪❂❂D✉♠✭❤ ✐♥ ✶✳✳0✮=❬✐❪❬❥❪❬❦❪❬❤❪✲♣❬✐❪❬❥❪❬❦❪✲G❬✐❪❬❥❪❬❦❪❀
✴✴❧✬♦♣I0❛=✐♦♥ ❖G✐❥ ♥✬❡D= 0I❛❧✐D❛❜❧❡ O✉❡ D✉0 ✉♥❡ D❡✉❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡
❢♦0❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠✿ ▼G✐❥❦❬✐❪❬❥❪❬❦❪❁✶✮ ❝✽❂G❏✐❥❦❬✐❪❬❥❪❬❦❪❂✵❀
❢♦0❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✮❝✾❂D✉♠✭❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮ G❏✐❥❦❬✐❪❬❥❪❬❦❪❂✶❀
✴✴❝♦♥=0❛✐♥=❡D D✉0 ❧❛ ❞❛=❡ ❞❡ ❞I❜✉= ❡= ❧❛ ❞✉0I❡ ❞✬✉♥❡ ♦♣I0❛=✐♦♥ ❞❡ =0❛✐=❡♠❡♥=
❢♦0❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮
❝✷❂♣❬✐❪❬❥❪❬❦❪❁❂ ▼♥✯G❏✐❥❦❬✐❪❬❥❪❬❦❪❀
❢♦0❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮
❝✶✸❂G♠♦✐♥D❬✐❪❬❥❪✯G❏✐❥❦❬✐❪❬❥❪❬❦❪❁❂G❬✐❪❬❥❪❬❦❪
❢♦0❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮
❝✶✹❂G❬✐❪❬❥❪❬❦❪❁❂G♣❧✉D❬✐❪❬❥❪✯G❏✐❥❦❬✐❪❬❥❪❬❦❪❀
✴✴❝♦♥=0❛✐♥=❡D ❞❡ ♣0I❝I❞❡♥❝❡
❢♦0❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✱ = ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪ ✿ ❯✐❥❥❬✐❪❬❥❪❬=❪❃✵✮
❝✼❂ D✉♠✭❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮ ✭♣❬✐❪❬❥❪❬❦❪ ✰ G❬✐❪❬❥❪❬❦❪✮ ❁❂ D✉♠✭❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮ ♣❬✐❪❬=❪❬❦❪❀
✴✴❝♦♥=0❛✐♥=❡D ❞❡ ❝❛♣❛❝✐=I ❞✬✉♥❡ 0❡DD♦✉0❝❡ ❞❡ =0❛✐=❡♠❡♥= ❦
✶✹✾
❢♦"❛❧❧✭✐✶ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥✶ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐✶❪✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠ ✿ ▼3✐❥❦❬✐✶❪❬❥✶❪❬❦❪❃✵✮
7✉♠✭✐✷ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥✷ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐✷❪ ✿ ▼3✐❥❦❬✐✷❪❬❥✷❪❬❦❪❃✵✮
✭✭3❏✐❥❦❬✐✶❪❬❥✶❪❬❦❪❃✵✮✯✭3❏✐❥❦❬✐✷❪❬❥✷❪❬❦❪❃✵✮✯
✭♣❬✐✷❪❬❥✷❪❬❦❪❃❂♣❬✐✶❪❬❥✶❪❬❦❪✮✯✭♣❬✐✷❪❬❥✷❪❬❦❪ ❁ ♣❬✐✶❪❬❥✶❪❬❦❪ ✰ 3❬✐✶❪❬❥✶❪❬❦❪✮✮❁✷❀
✴✴❧✬♦♣C"❛D✐♦♥ ❚3✐❥ ♥✬❡7D "C❛❧✐7❛❜❧❡ H✉❡ 7✉" ✉♥ 7❡✉❧ "♦❜♦D
❢♦"❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✲✶✮
❝✶✵❂ 7✉♠✭❤ ✐♥ ✶✳✳"✮ ❚❏✐❥❤❬✐❪❬❥❪❬❤❪❂❂✶❀
✴✴❝♦♥D"❛✐♥D❡7 7✉" ❧❛ ❞❛D❡ ❞❡ ❞C❜✉D ❡D ❧❛ ❞✉"C❡ ❞✬✉♥❡ ♦♣C"❛D✐♦♥ ❞❡ D"❛♥7♣♦"D
❢♦"❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✲✶✱❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮
❝✸❂ 7✉♠✭❤ ✐♥ ✶✳✳"✮ D❬✐❪❬❥❪❬❦❪❬❤❪ ❁❂ ▼♥✯3❏✐❥❦❬✐❪❬❥❪❬❦❪❀
❢♦"❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✲✶✱❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮
❝✹❂ 7✉♠✭❤ ✐♥ ✶✳✳"✮ ❚❬✐❪❬❥❪❬❦❪❬❤❪ ❁❂ ▼♥✯3❏✐❥❦❬✐❪❬❥❪❬❦❪❀
❢♦"❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✲✶✱❤ ✐♥ ✶✳✳"✮
❝✷✹❂ 7✉♠✭❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮ D❬✐❪❬❥❪❬❦❪❬❤❪ ❁❂ ▼♥✯❚❏✐❥❤❬✐❪❬❥❪❬❤❪❀
❢♦"❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✲✶✱❤ ✐♥ ✶✳✳"✮
❝✶✾❂ 7✉♠✭❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮ ❚❬✐❪❬❥❪❬❦❪❬❤❪ ❁❂ ▼♥✯❚❏✐❥❤❬✐❪❬❥❪❬❤❪❀
✴✴❝♦♥D"❛✐♥D❡7 7✉" ❧❡7 ♦♣C"❛D✐♦♥7 ❞❡ 7D♦❝❦❛❣❡ ❯❙❚✐❥ ❡D ❉❙❚✐❥
❢♦"❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮
❝✶✺❂ ❯❙♠♦✐♥7❬✐❪❬❥❪✯3❏✐❥❦❬✐❪❬❥❪❬❦❪ ❁❂ ❯❙❬✐❪❬❥❪❬❦❪❀
❢♦"❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮
❝✶✻❂ ❯❙❬✐❪❬❥❪❬❦❪ ❁❂ ❯❙♣❧✉7❬✐❪❬❥❪✯3❏✐❥❦❬✐❪❬❥❪❬❦❪❀
❢♦"❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✲✶✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮
❝✶✼❂ ❉❙♠♦✐♥7❬✐❪❬❥❪✯3❏✐❥❦❬✐❪❬❥❪❬❦❪ ❁❂ ❉❙❬✐❪❬❥❪❬❦❪❀
❢♦"❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✲✶✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮
❝✶✽❂ ❉❙❬✐❪❬❥❪❬❦❪ ❁❂ ❉❙♣❧✉7❬✐❪❬❥❪✯3❏✐❥❦❬✐❪❬❥❪❬❦❪❀
✴✴❝♦♥D"❛✐♥D❡7 7✉" ❧❛ ❞✉"C❡ ❞❡ ❧❛ DX❝❤❡ ❚3✐❥
✴✴❧❛ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❉❚ ❡7D C❣❛❧❡ Z ✶ 7✐ ❧❛ DX❝❤❡ ❚3✐❥ 7✬❡❢❢❡❝D✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❦✶ Z ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❦✷
❢♦"❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✲✶✮
❝✷✵❂ 7✉♠✭❦✶ ✐♥ ✶✳✳♠✱ ❦✷ ✐♥ ✶✳✳♠✮ ❉❚❬✐❪❬❥❪❬❦✶❪❬❦✷❪ ❂❂ ✶❀
❢♦"❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✲✶✱ ❦✶ ✐♥ ✶✳✳♠✮
❝✷✶❂ 7✉♠✭❦✷ ✐♥ ✶✳✳♠✮ ❉❚❬✐❪❬❥❪❬❦✶❪❬❦✷❪ ❂❂ 3❏✐❥❦❬✐❪❬❥❪❬❦✶❪❀
❢♦"❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✲✶✱ ❦✷ ✐♥ ✶✳✳♠✮
❝✷✷❂ 7✉♠✭❦✶ ✐♥ ✶✳✳♠✮ ❉❚❬✐❪❬❥❪❬❦✶❪❬❦✷❪ ❂❂ 3❏✐❥❦❬✐❪❬❥✰✶❪❬❦✷❪❀
❢♦"❛❧❧✭✐ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐❪✲✶✱ ❦ ✐♥ ✶✳✳♠✮
❝✷✸❂ 7✉♠✭❤ ✐♥ ✶✳✳"✮ ❚❬✐❪❬❥❪❬❦❪❬❤❪ ❂❂
7✉♠✭❦✷ ✐♥ ✶✳✳♠✮ ✭❉❚❬✐❪❬❥❪❬❦❪❬❦✷❪✯D❤❡D❛❬❦❪❬❦✷❪✮❀
✶✺✵ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ■♠♣❧)♠❡♥*❛*✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞0❧❡ ♠❛*❤)♠❛*✐2✉❡
✴✴❝♦♥$%❛✐♥$❡) ❞❡ ❝❛♣❛❝✐$, ❞✬✉♥❡ %❡))♦✉%❝❡ ❞❡ $%❛♥)♣♦%$ ❤
❢♦%❛❧❧✭✐✶ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥✶ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐✶❪✲✶✱ ❦✶ ✐♥ ✶✳✳♠✱
❦✸ ✐♥ ✶✳✳♠✱ ❤ ✐♥ ✶✳✳% ✿ ▼@✐❥❦❬✐✶❪❬❥✶❪❬❦✶❪✯▼@✐❥❦❬✐✶❪❬❥✶✰✶❪❬❦✸❪❃✵✮
)✉♠✭✐✷ ✐♥ ✶✳✳♥✱ ❥✷ ✐♥ ✶✳✳❖✐❬✐✷❪✲✶✱❦✷ ✐♥ ✶✳✳♠✮ ✭✭@❏✐❥❦❬✐✶❪❬❥✶❪❬❦✶❪❃✵✮✯
✭@❏✐❥❦❬✐✷❪❬❥✷❪❬❦✷❪❃✵✮✯✭@❏✐❥❦❬✐✶❪❬❥✶✰✶❪❬❦✸❪❃✵✮✯✭❚❏✐❥❤❬✐✶❪❬❥✶❪❬❤❪❃✵✮✯
✭❚❏✐❥❤❬✐✷❪❬❥✷❪❬❤❪❃✵✮✯✭$❬✐✷❪❬❥✷❪❬❦✷❪❬❤❪❃❂$❬✐✶❪❬❥✶❪❬❦✶❪❬❤❪✮✯
✭$❬✐✷❪❬❥✷❪❬❦✷❪❬❤❪ ❁ $❬✐✶❪❬❥✶❪❬❦✶❪❬❤❪ ✰ ❚❬✐✶❪❬❥✶❪❬❦✶❪❬❤❪ ✰ %❤♦❬❦✸❪❬❦✷❪✮✮❁✷❀
⑥❀
❆♥♥❡①❡ ❇
❆❧❣♦(✐*❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣❧✉2 ❧♦♥❣
❝❤❡♠✐♥ ❡* ❞❡ ❞3*❡❝*✐♦♥ ❞❡2 ❝✐(❝✉✐*2 ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉( ♣♦2✐*✐✈❡ ❬●♦♥❞(❛♥ ❛♥❞
▼✐♥♦✉①✱ ✶✾✽✺❪
❙♦✐# ✉♥ ❣'❛♣❤❡ ❞♦♥♥- G = (V, U)✱ ♦/ V ❡0# ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥5✉❞0 ❡# U ❡0# ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡
❞✬❛'❝0✳ ❈❤❛9✉❡ ❛'❝ u ∈ U ❡0# ❧✐- ♣❛' ❞❡✉① ♥5✉❞0 ❛♣♣❛'#❡♥❛♥# ; V ✳ ❖♥ ❞-✜♥✐# ✿
✕ lij✱ i, j ∈ V ✿




ij✱ i, j ∈ V ✿
✕ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉' ❞✉ ♣❧✉0 ❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥#'❡ i ❡# j 0✬✐❧ ❡①✐0#❡ ❀
✕ −∞ 0✐♥♦♥✳





▲❡ ♣'♦❜❧B♠❡ ❡0# ❞❡ #'♦✉✈❡' ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉0 ❧♦♥❣ ✭µ(i, j)✮ ❡♥#'❡ ❞❡✉① 0♦♠♠❡#0 ❞♦♥♥-0
✭❞❡ i ; j✮ #❡❧ 9✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉' #♦#❛❧❡ l(µ) =
∑
u∈µ l(u) 0♦✐# ♠❛①✐♠❛❧❡✳
▲✬❛❧❣♦'✐#❤♠❡ ❞❡ ❉❛♥#③✐❣ ♣❡✉# ❝❛❧❝✉❧❡' ❡# ❞-#❡❝#❡' ❧❡0 ❝✐'❝✉✐#0 ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉' ♣♦0✐#✐✈❡✳
❈❤❛9✉❡ ❢♦✐0 9✉✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ 0♦♠♠❡# ❡0# ❝♦♥❝❡'♥-✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① -#❛♣❡0 ; 0✉✐✈'❡ ✿ ♠❡##'❡
; ❥♦✉' ❧❡0 ❧♦♥❣✉❡✉'0 ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥#'❡ ♥✬✐♠♣♦'#❡ 9✉❡❧ ❛♥❝✐❡♥ ♥5✉❞ ❡# ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥5✉❞ ❀
✈-'✐✜❡' 0✐ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ 0♦♠♠❡# ❣-♥B'❡ ✉♥ ❝✐'❝✉✐# ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉' ♣♦0✐#✐✈❡✱ 0✐ ❛✉❝✉♥ ❝✐'❝✉✐#
♣♦0✐#✐❢ ♥✬❡0# ❞-#❡❝#-✱ ♠❡##'❡ ; ❥♦✉' ❧❡0 ❧♦♥❣✉❡✉'0 ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥#'❡ ❧❡0 ❞❡✉① ❛♥❝✐❡♥0 ♥5✉❞0✳
❙❛ ❝♦♠♣❧❡①✐#- ❡0# O(|V |3) ✭|V | ✿ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ #♦#❛❧ ❞❡ 0♦♠♠❡#0✮✳
▲❛ ♣'♦❝-❞✉'❡ ❡0# ❞-❝'✐#❡ ❝✐✲❞❡00♦✉0 ✿
✶✺✶
✶✺✷❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❆❧❣♦)✐+❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣❧✉3 ❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ ❡+ ❞❡ ❞4+❡❝+✐♦♥ ❞❡3 ❝✐)❝✉✐+3 ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉) ♣♦3✐+✐✈❡ ❬●♦♥❞)❛♥ ❛♥❞ ▼✐♥♦✉①✱ ✶✾✽✺❪
❆❧❣♦$✐&❤♠ ✶✹ ❆❧❣♦'✐)❤♠❡ ❞❡ ❉❛♥)③✐❣





❢♦$ k ∈ [1, |V |] ❞♦





















✐❢ t < 0 &❤❡♥
2✬❛''4)❡' ✴✴❝✐)❝✉✐+ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉) ♣♦3✐+✐✈❡ ❞4+❡❝+4
❡❧/❡














%&♦❝)❞✉&❡ ❞❡ ❇!❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❛✈❡❝
&.❣❧❡ ❊❉❉ ♣♦✉& &)4♦✉❞&❡ 1|rj|Lmax
❯♥ ❛❧❣♦&✐(❤♠❡ ♣❛& -.♣❛&❛(✐♦♥ ❡( .✈❛❧✉❛(✐♦♥✱ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐- ❜!❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞✱ ❡-( ✉♥❡
♠.(❤♦❞❡ ❞❡ &.-♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ♣&♦❜❧4♠❡- ❞✬♦♣(✐♠✐-❛(✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛(♦✐&❡ ♦✉ ❞✐-❝&4(❡✳ ❊❧❧❡ ❞.❝&✐(
❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- -♦❧✉(✐♦♥- -♦✉- ❢♦&♠❡ ❞✬❛&❜♦&❡-❝❡♥❝❡✳ ❈✬❡-( ✉♥❡ ♠.(❤♦❞❡ ❞✬.♥✉♠.&❛(✐♦♥ ❞❛♥-
❧❛;✉❡❧❧❡ ♦♥ .✈✐(❡ ❞✬.♥✉♠.&❡& ❝❡&(❛✐♥❡- ♠❛✉✈❛✐-❡- -♦❧✉(✐♦♥- ❡♥ ❧❡- ❝♦♠♣❛&❛♥( < ✉♥❡ ❜♦&♥❡
❝♦♥♥✉❡✳ ❉❛♥- ✉♥ ❜♦♥ ❛❧❣♦&✐(❤♠❡ ♣❛& -.♣❛&❛(✐♦♥ ❡( .✈❛❧✉❛(✐♦♥✱ ❧♦&-;✉✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ -♦❧✉(✐♦♥
&.❛❧✐-❛❜❧❡ ❡-( ❝♦♥♥✉❡✱ ❧❡- ♠❛✉✈❛✐-❡ ❜&❛♥❝❤❡- -♦♥( .❧✐♠✐♥.- -❛♥- ❛✈♦✐& ❡①❛♠✐♥. ❝❤❛❝✉♥ ❞❡-
♥?✉❞-✳ ❙❡✉❧❡- ❧❡- ❜&❛♥❝❤❡- ❞❡- -♦❧✉(✐♦♥- ♣♦(❡♥(✐❡❧❧❡♠❡♥( ❜♦♥♥❡- -♦♥( ❞♦♥❝ ❡①♣❧♦&.❡- ❡(
.♥✉♠.&.❡-✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐(. ❡-( ❞♦♥❝ ❞.♣❡♥❞❛♥(❡ ❞❡ ❧❛ ;✉❛❧✐(. ❞❡ ❧❛ ❜♦&♥❡ ♣❛& ❞.❢❛✉(✳ ❉❡✉①
♣&✐♥❝✐♣❡- -♦♥( ❞.✜♥✐- ♣♦✉& ♠❡((&❡ ❡♥ ?✉✈&❡ ❝❡((❡ ♣&♦❝.❞✉&❡ ✿
✕ -.♣❛&❛(✐♦♥ ✿ ♣❡&♠❡( ❞❡ ❞✐✈✐-❡& ❧❡ ♣&♦❜❧4♠❡ ❡♥ ✉♥ ❝❡&(❛✐♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ -♦✉-✲♣&♦❜❧4♠❡-
♣♦✉& ❝♦♥-(&✉✐&❡ ❧✬❛&❜♦&❡-❝❡♥❝❡✳ ❊♥ &.-♦❧✈❛♥( &.❝✉&-✐✈❡♠❡♥( (♦✉- ❧❡- -♦✉-✲❡♥-❡♠❜❧❡-
❡( ❡♥ ♣&❡♥❛♥( ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉&❡ -♦❧✉(✐♦♥✱ ❧❡ ♣&♦❜❧4♠❡ -❡&❛ &.-♦❧✉✳
✕ .✈❛❧✉❛(✐♦♥ ✿ .✈❛❧✉❡& ✉♥ ♥?✉❞ ♣♦✉& -❡ ❞.♣❧❛❝❡& ❞❛♥- ❧✬❛&❜♦&❡-❝❡♥❝❡ ♦✉ ❞.(❡&♠✐♥❡&
;✉❡ ❧❡ -♦✉-✲❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- -♦❧✉(✐♦♥- ❛--♦❝✐. < ❝❡ ♥?✉❞ ♥❡ ❝♦♥(✐❡♥( ♣❛- ❞❡ -♦❧✉(✐♦♥
♦♣(✐♠❛❧❡✳ G♦✉& ❝❡❧❛✱ ❧❛ ♠.(❤♦❞❡ ❝♦♥-✐-(❡ < ❞.(❡&♠✐♥❡& ✉♥❡ ❜♦&♥❡ ♣♦✉& ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡
❞❡- -♦❧✉(✐♦♥-✳ ❙✐ ❝❡((❡ ❜♦&♥❡ ❡-( ♣✐&❡ ;✉❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉&❡ -♦❧✉(✐♦♥ (&♦✉✈.❡ ❥✉-;✉✬< ♣&.-❡♥(✱
♦♥ ❛--✉&❡ ;✉❡ ❧❡ -♦✉-✲❡♥-❡♠❜❧❡ ❡-( ✐♥✉(✐❧❡✳
▲❡ ♣&♦❜❧4♠❡ 1|rj|Lmax ❡-( ❞❡ ♠✐♥✐♠✐-❡& ❧❡ Lmax ❡♥ ♦&❞♦♥♥❛♥I❛♥( n ♦♣.&❛(✐♦♥- ❡①.✲
❝✉(.❡- -✉& ✉♥❡ ♠J♠❡ &❡--♦✉&❝❡✳
❘!❣❧❡ ❞❡ &'♣❛*❛+✐♦♥
▲✬❛&❜♦&❡-❝❡♥❝❡ ❞❡ &❡❝❤❡&❝❤❡ ❛ ✉♥❡ ❤✐.&❛&❝❤✐❡ ♥❛(✉&❡❧❧❡✳ ❈❤❛;✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦&&❡-♣♦♥❞ <
✉♥❡ -.;✉❡♥❝❡ ♣❛&(✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛--❛❣❡ ❞❡- ♦♣.&❛(✐♦♥- -✉& ❧❛ &❡--♦✉&❝❡ ❞❡ (&❛✐(❡♠❡♥(✳ ▲❡ ♣&❡♠✐❡&
♥✐✈❡❛✉ ✭♥♦(❛♠♠❡♥( 0✮ ♥✬❡-( ❝♦♥-(✐(✉. ;✉❡ ❞✬✉♥ ♥?✉❞ ;✉✐ ♥✬❡-( ❧✐. < ❛✉❝✉♥❡ ♦♣.&❛(✐♦♥✳
➚ ❝❤❛;✉❡ ♥✐✈❡❛✉ k✱ ❧❡- ❝❤❡♠✐♥- ❞❡♣✉✐- ❧❛ &❛❝✐♥❡ ❥✉-;✉✬< ❝❤❛;✉❡ ♥?✉❞ ❞❡ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦&✲
&❡-♣♦♥❞❡♥( ❛✉① ❞✐✛.&❡♥(- -♦✉- -.;✉❡♥❝❡♠❡♥(- ❞❡ k ♣&❡♠✐4&❡- (O❝❤❡-✳ G♦✉& ❝❤❛;✉❡ ♥?✉❞✱
✐❧ &❡-(❡ n − k ♦♣.&❛(✐♦♥- < ❞.(❡&♠✐♥❡& ❞❛♥- ❧❛ -.;✉❡♥❝❡✳ ▲❡- ♥?✉❞- ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ -✉✐✈❛♥(
✶✺✸
✶✺✹❆♥♥❡①❡ ❈✳ &'♦❝*❞✉'❡ ❞❡ ❇'❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❛✈❡❝ '1❣❧❡ ❊❉❉ ♣♦✉' '*7♦✉❞'❡ 1|rj|Lmax
#♦♥& ❧❡# ❡♥❢❛♥&#✱ ❡& ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ✜♥❛❧ ❡#& 5❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜.❡ &♦&❛❧ ❞✬♦♣5.❛&✐♦♥# 9
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❋✐❣✉$❡ ❈✳✶ ✕ ▲✬❛.❜♦.❡#❝❡♥❝❡ ❡①♣❧♦.5❡✳
❘!❣❧❡ ❞✬❡①♣❧♦*❛,✐♦♥
▲❛ .?❣❧❡ ♣❡.♠❡& ❞✬5❧✐♠✐♥❡. ❝❡.&❛✐♥❡# ❜.❛♥❝❤❡#✳ ❙✐ ♣♦✉. ✉♥ ♥B✉❞ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ k✱ ❧❡#
♦♣5.❛&✐♦♥# OP1 9 OPk−1 #♦♥& #5C✉❡♥❝5❡# ❛✉① ♣.❡♠✐?.❡# k − 1 ♣♦#✐&✐♦♥#✱ ❛❧♦.# ❧✬♦♣5.❛&✐♦♥
OPk ♥✬❡#& ♣.✐#❡ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ C✉❡ #✐ ✿ rk < mini∈J(max(t, ri) + pi)✱ ♦E rk ❡#& ❧❛ ❞❛&❡ ❞❡
❞✐#♣♦♥✐❜✐❧✐&5 ❞❡ ❧✬♦♣5.❛&✐♦♥ OPk✱ J ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ &F❝❤❡# 9 ♦.❞♦♥♥❛♥❝❡.✱ t ❧❛ ❞❛&❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡
OPk−1✱ pi ❧❛ ❞✉.5❡ ❞❡ OPi✳ ❙✐ OPk ♥❡ #❛&✐#❢❛✐& ♣❛# ❝❡&&❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐#&❡ ✉♥❡ ♦♣5.❛&✐♦♥
♣❛.♠✐ ❝❡❧❧❡# .❡#&❛♥&❡# C✉✐ ♣❡✉& G&.❡ #5C✉❡♥❝5❡ 9 ❝❡&&❡ ♣❧❛❝❡ #❛♥# .❡&❛.❞❡. ❧✬❡①5❝✉&✐♦♥ ❞❡
OPk✳ ❆✈❡❝ ❝❡&&❡ .?❣❧❡✱ ❝❡.&❛✐♥# ♥B✉❞# ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k #♦♥& 5❧✐♠✐♥5# #❛♥# ❡①♣❧♦.❡. ❧❡✉.# ❡♥❢❛♥&#✳
➱✈❛❧✉❛,✐♦♥ I♦✉. &♦✉# ❧❡# ♥B✉❞# .❡#&❛♥& 9 ♦.❞♦♥♥❛♥❝❡.✱ ❧❡# ❜♦.♥❡# ✐♥❢5.✐❡✉.❡# ♣❡✉✈❡♥&
G&.❡ ♦❜&❡♥✉❡# ❡♥ ✉&✐❧✐#❛♥& ❧❛ .?❣❧❡ ❤❡✉.✐#&✐C✉❡ ♥♦♠♠5❡ ✧♣.❡❡♠♣&✐✈❡ ❊❛.❧✐❡#& ❉✉❡ ❉❛&❡✧
✭♦✉ ♣.❡❡♠♣&✐✈❡ ❊❉❉✮ ♣♦✉. ♦.❞♦♥♥❛♥❝❡. ❧❡# ♦♣5.❛&✐♦♥#✳ ❈❡&&❡ .?❣❧❡ ❢♦✉.♥✐& ✉♥❡ 5✈❛❧✉❛&✐♦♥
♣❛. ❞5❢❛✉& ♣♦✉. ❧❡ ♣.♦❜❧?♠❡ #❛♥# ♣.5❡♠♣&✐♦♥✳ ▲❛ .?❣❧❡ ♣.❡❡♠♣&✐✈❡ ❊❉❉ ♣❡✉& G&.❡ ❞5❝.✐&❡
♣❛. ❧✬❤❡✉.✐#&✐C✉❡ #✉✐✈❛♥&❡ ❬❘♦##5✲❇❧♦❝❤✱ ✶✾✾✾❪ ✿
✶✺✺
❆❧❣♦$✐&❤♠ ✶✺ ❍❡✉%✐'(✐)✉❡ ❞❡ ❧❛ %-❣❧❡ ♣%❡❡♠♣(✐✈❡ ❊❉❉✳
E = ∅ ✴✴■♥✐#✐❛❧✐&❛#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ♦♣./❛#✐♦♥& ❞✐&♣♦♥✐❜❧❡&✳
✇❤✐❧❡ J 6= ∅ ❞♦
ρ1 = mini∈Jri
✐❢ (♦✉(❡' ❧❡' (7❝❤❡' '♦♥( ❞✐'♣♦♥✐❜❧❡' < ρ1 &❤❡♥
ρ2 =∞
❡❧0❡
ρ2 = mini∈Jri|ri 6= ρ1
❡♥❞ ✐❢
E = j|rj = ρ1
dk = minj∈Edj
l = minpk, ρ2 − ρ1
'=)✉❡♥❝❡% OPk < ❧✬✐♥(❡%✈❛❧❧❡ [ρ1, ρ1 + l]
✐❢ pk 6 l &❤❡♥
J = J − k
❡❧0❡
pk = pk − l
❢♦$ (♦✉( j ∈ E ❞♦




✶✺✻❆♥♥❡①❡ ❈✳ &'♦❝*❞✉'❡ ❞❡ ❇'❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❛✈❡❝ '1❣❧❡ ❊❉❉ ♣♦✉' '*7♦✉❞'❡ 1|rj|Lmax
❆♥♥❡①❡ ❉
❉♦♥♥&❡' ❞❡ ❬❇✐❧❣❡ ❛♥❞ ❯❧✉'♦②✱ ✶✾✾✺❪
▲❡" ❡♥"❡♠❜❧❡" ❞❡ ❥♦❜" "♦♥* ♠♦♥*+," ❞❛♥" ❧❡" *❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❉✳✶ 3 ❉✳✶✵✳ M0 ❡"* ❧❡ ♣♦"*❡
❞❡ ❝❤❛+❣❡♠❡♥*✳ ▲❡" *❡♠♣" ♦♣,+❛*♦✐+❡" "♦♥* ✜①,"✱ ❧❡" ❝❛♣❛❝✐*," ❞❡ "*♦❝❦❛❣❡ "♦♥* ✐❧❧✐♠✐*,❡"✳
❈❤❛>✉❡ *?❝❤❡ ♣❡✉* @*+❡ *+❛✐*,❡ "✉+ ✉♥❡ "❡✉❧❡ +❡""♦✉+❝❡✳ ❈❡" ❞✐① ❡♥"❡♠❜❧❡" ❞❡ ❥♦❜" "♦♥*
❝♦♠❜✐♥," ❛✈❡❝ ❞❡" *❡♠♣" ❞❡ ❞,♣❧❛❝❡♠❡♥* ❞✐✛,+❡♥*"✱ ❞,✜♥✐" ♣❛+ >✉❛*+❡ *♦♣♦❧♦❣✐❡"✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝ ❛✉ *♦*❛❧ ✹✵ ✐♥"*❛♥❝❡" ❞✐✛,+❡♥*❡"✳
❚❛❜❧❡ ❉✳✶ ✕ ❉♦♥♥,❡" ❞✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜" 1
❥♦❜ #❡%%♦✉#❝❡ ✭)❡♠♣% ♦♣,#❛)♦✐#❡%✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4
✶ M0(0) M1(8) M2(16) M4(12)
✷ M0(0) M1(20) M3(10) M2(18)
✸ M0(0) M3(12) M4(8) M1(15)
✹ M0(0) M4(14) M2(18)
✺ M0(0) M3(10) M1(15)
❚❛❜❧❡ ❉✳✷ ✕ ❉♦♥♥,❡" ❞✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜" 2
❥♦❜ #❡%%♦✉#❝❡ ✭)❡♠♣% ♦♣,#❛)♦✐#❡%✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4
✶ M0(0) M1(10) M4(18)
✷ M0(0) M2(10) M4(18)
✸ M0(0) M1(10) M3(20)
✹ M0(0) M2(10) M3(15) M4(12)
✺ M0(0) M1(10) M2(15) M4(12)
✻ M0(0) M1(10) M2(15) M3(12)
✶✺✼
✶✺✽ ❆♥♥❡①❡ ❉✳ ❉♦♥♥'❡( ❞❡ ❬❇✐❧❣❡ ❛♥❞ ❯❧✉(♦②✱ ✶✾✾✺❪
❚❛❜❧❡ ❉✳✸ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 3
❥♦❜ #❡%%♦✉#❝❡ ✭)❡♠♣% ♦♣,#❛)♦✐#❡%✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4 OPi5
✶ M0(0) M1(16) M3(15)
✷ M0(0) M2(18) M4(15)
✸ M0(0) M1(20) M2(10)
✹ M0(0) M3(15) M4(10)
✺ M0(0) M1(8) M2(10) M3(15) M4(17)
✻ M0(0) M2(10) M3(15) M4(8) M1(15)
❚❛❜❧❡ ❉✳✹ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 4
❥♦❜ 3❡++♦✉3❝❡ ✭7❡♠♣+ ♦♣)3❛7♦✐3❡+✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4 OPi5 OPi6
✶ M0(0) M4(11) M1(10) M2(7)
✷ M0(0) M3(12) M2(10) M4(8)
✸ M0(0) M2(7) M3(10) M1(9) M3(8)
✹ M0(0) M2(7) M4(8) M1(12) M2(6)
✺ M0(0) M1(9) M2(7) M4(8) M2(10) M3(8)
❚❛❜❧❡ ❉✳✺ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 5
❥♦❜ 3❡++♦✉3❝❡ ✭7❡♠♣+ ♦♣)3❛7♦✐3❡+✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4
✶ M0(0) M1(6) M2(12) M4(9)
✷ M0(0) M1(18) M3(6) M2(15)
✸ M0(0) M3(9) M4(3) M1(12)
✹ M0(0) M4(6) M2(15)
✺ M0(0) M3(3) M1(9)
❚❛❜❧❡ ❉✳✻ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 6
❥♦❜ 3❡++♦✉3❝❡ ✭7❡♠♣+ ♦♣)3❛7♦✐3❡+✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4
✶ M0(0) M1(9) M2(11) M4(7)
✷ M0(0) M1(19) M2(20) M4(13)
✸ M0(0) M2(14) M3(20) M4(9)
✹ M0(0) M2(14) M3(20) M4(9)
✺ M0(0) M1(11) M3(16) M4(8)
✻ M0(0) M1(10) M3(12) M4(10)
✶✺✾
❚❛❜❧❡ ❉✳✼ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 7
❥♦❜ 2❡++♦✉2❝❡ ✭6❡♠♣+ ♦♣)2❛6♦✐2❡+✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4
✶ M0(0) M1(6) M4(6)
✷ M0(0) M2(11) M4(9)
✸ M0(0) M2(9) M4(7)
✹ M0(0) M3(16) M4(7)
✺ M0(0) M1(9) M3(18) M4(8)
✻ M0(0) M2(13) M3(19) M4(6)
✼ M0(0) M1(10) M2(9) M3(13)
✽ M0(0) M1(11) M2(9) M4(8)
❚❛❜❧❡ ❉✳✽ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 8
❥♦❜ 2❡++♦✉2❝❡ ✭6❡♠♣+ ♦♣)2❛6♦✐2❡+✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4 OPi5
✶ M0(0) M2(12) M3(21) M4(11)
✷ M0(0) M2(12) M3(21) M4(11)
✸ M0(0) M2(20) M3(10) M4(11)
✹ M0(0) M2(20) M3(10) M4(11)
✺ M0(0) M1(10) M2(14) M3(18) M4(9)
✻ M0(0) M1(10) M2(14) M3(18) M4(9)
❚❛❜❧❡ ❉✳✾ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 9
❥♦❜ 2❡++♦✉2❝❡ ✭6❡♠♣+ ♦♣)2❛6♦✐2❡+✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4 OPi5
✶ M0(0) M3(9) M1(12) M2(9) M4(6)
✷ M0(0) M3(16) M2(11) M4(9)
✸ M0(0) M1(21) M2(18) M4(7)
✹ M0(0) M2(20) M3(22) M4(11)
✺ M0(0) M3(14) M1(16) M2(13) M4(9)
❚❛❜❧❡ ❉✳✶✵ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 10
❥♦❜ 2❡++♦✉2❝❡ ✭6❡♠♣+ ♦♣)2❛6♦✐2❡+✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4 OPi5
✶ M0(0) M1(11) M3(19) M2(16) M4(13)
✷ M0(0) M2(21) M3(16) M4(14)
✸ M0(0) M3(8) M2(10) M1(14) M4(9)
✹ M0(0) M2(13) M3(20) M4(10)
✺ M0(0) M1(9) M3(16) M4(18)
✻ M0(0) M2(19) M1(21) M3(11) M4(15)
✶✻✵ ❆♥♥❡①❡ ❉✳ ❉♦♥♥'❡( ❞❡ ❬❇✐❧❣❡ ❛♥❞ ❯❧✉(♦②✱ ✶✾✾✺❪
▲❡% &❛❜❧❡❛✉① %✉✐✈❛♥&% ♠♦♥&1❡♥& ❧❡% &❡♠♣% ❞❡ ❞4♣❧❛❝❡♠❡♥& 6 ✈✐❞❡ ❡& ❡♥ ❝❤❛1❣❡ ❡♥&1❡
❞❡✉① 1❡%%♦✉1❝❡% ❞❡ &1❛✐&❡♠❡♥&✳ ▲❡% ♠❛&1✐❝❡% ♥❡ %♦♥& ♣❛% &♦✉❥♦✉1% %②♠4&1✐<✉❡%✳
❚❛❜❧❡ ❉✳✶✶ ✕ ❚❡♠♣% ❞❡ ❞4♣❧❛❝❡♠❡♥& ♣♦✉1 ❧❛ &♦♣♦❧♦❣✐❡ ✶
❋▼❙✶ M0 M01 M2 M3 M4
M0 ✵ ✻ ✽ ✶✵ ✶✷
M1 ✶✷ ✵ ✻ ✽ ✶✵
M2 ✶✵ ✻ ✵ ✻ ✽
M3 ✽ ✽ ✻ ✵ ✻
M4 ✻ ✶✵ ✽ ✻ ✵
❚❛❜❧❡ ❉✳✶✷ ✕ ❚❡♠♣% ❞❡ ❞4♣❧❛❝❡♠❡♥& ♣♦✉1 ❧❛ &♦♣♦❧♦❣✐❡ ✷
❋▼❙✷ M0 M01 M2 M3 M4
M0 ✵ ✹ ✻ ✽ ✻
M1 ✻ ✵ ✷ ✹ ✷
M2 ✽ ✶✷ ✵ ✷ ✹
M3 ✻ ✶✵ ✶✷ ✵ ✷
M4 ✹ ✽ ✶✵ ✶✷ ✵
❚❛❜❧❡ ❉✳✶✸ ✕ ❚❡♠♣% ❞❡ ❞4♣❧❛❝❡♠❡♥& ♣♦✉1 ❧❛ &♦♣♦❧♦❣✐❡ ✸
❋▼❙✸ M0 M01 M2 M3 M4
M0 ✵ ✷ ✹ ✶✵ ✶✷
M1 ✶✷ ✵ ✷ ✽ ✶✵
M2 ✶✵ ✶✷ ✵ ✻ ✽
M3 ✹ ✻ ✽ ✵ ✷
M4 ✷ ✹ ✻ ✶✷ ✵
❚❛❜❧❡ ❉✳✶✹ ✕ ❚❡♠♣% ❞❡ ❞4♣❧❛❝❡♠❡♥& ♣♦✉1 ❧❛ &♦♣♦❧♦❣✐❡ ✹
❋▼❙✹ M0 M01 M2 M3 M4
M0 ✵ ✹ ✽ ✶✵ ✶✹
M1 ✶✽ ✵ ✹ ✻ ✶✵
M2 ✷✵ ✶✹ ✵ ✽ ✻
M3 ✶✷ ✽ ✻ ✵ ✻
M4 ✶✹ ✶✹ ✶✷ ✻ ✵
❆♥♥❡①❡ ❊
❉♦♥♥'❡( ❋❏❙, ❛✈❡❝ 01❛♥(♣♦10
✭❬❉❡1♦✉((✐ ❛♥❞ ◆♦11❡✱ ✷✵✶✵❪✮
❬❉❡#♦✉&&✐ ❛♥❞ ◆♦##❡✱ ✷✵✶✵❪ ♦♥1 ♣#♦♣♦&3 ❞❡& ✐♥&1❛♥❝❡& ❞❡ ❋❏❙8 ❡♥ ✐♥13❣#❛♥1 ❧❛ ♣#❡♠✐<#❡
1♦♣♦❧♦❣✐❡ ✉1✐❧✐&3❡ ❞❛♥& ❧❡& ✐♥&1❛♥❝❡& ❞❡ ❇✐❧❣❡ ✫ ❯❧&♦②✳ ❈❤❛D✉❡ 1E❝❤❡ ♦♣3#❛1♦✐#❡ ♣❡✉1 F1#❡
1#❛✐13❡ &✉# ✉♥❡ ❞❡& ❞❡✉① #❡&&♦✉#❝❡& ❞❡ 1#❛✐1❡♠❡♥1✳ ■❧ ② ❛ ✽ ♠❛❝❤✐♥❡& ✭M1, ...,M8✮ ❡1 ✉♥
♣♦&1❡ ❞❡ ❝❤❛#❣❡♠❡♥1 ✭M0✮✱ ✷ #❡&&♦✉#❝❡& ❞❡ 1#❛♥&♣♦#1✳ ▲❡& ❞♦♥♥3❡& ❞❡& ❡♥&❡♠❜❧❡& ❞❡ ❥♦❜&
&♦♥1 ♠♦♥1#3& ❞❛♥& ❧❡& 1❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❊✳✶ P ❊✳✶✵✳ 8♦✉# ❝❡& ✐♥&1❛♥❝❡&✱ ❞❡✉① ♦❜❥❡❝1✐❢& &♦♥1
♣#✐& ❡♥ ❝♦♠♣1❡ ✿ ❧❡ ♠❛❦❡&♣❛♥ ❡1 ❧❛ &♦#1✐❡ ❞✉ ❞❡#♥✐❡# ❥♦❜ ♣❛# ❧❡ ♣♦&1❡ ❞❡ ❝❤❛#❣❡♠❡♥1✳
❉♦♥❝ ♣♦✉# ❧❡ ❞❡✉①✐<♠❡ ❝#✐1<#❡✱ ✉♥❡ 1E❝❤❡ &✉♣♣❧3♠❡♥1❛✐#❡ ❡&1 ❛❥♦✉13❡ ♣♦✉# ❝❤❛D✉❡ ❥♦❜
❛✈❡❝ P−iOi = 0,MPiOi = M0✳ ▲❡& 1❡♠♣& ❞❡ ❞3♣❧❛❝❡♠❡♥1 ❡♥ ❝❤❛#❣❡ ❡1 P ✈✐❞❡ ❡♥1#❡ ❞❡✉①
#❡&&♦✉#❝❡& ❞❡ 1#❛✐1❡♠❡♥1 &♦♥1 ✐❞❡♥1✐D✉❡&✱ ❡1 ✐❧& &♦♥1 ♠♦♥1#3& ❞❛♥& ❧❡ 1❛❜❧❡❛✉ ❊✳✶✶✳
❚❛❜❧❡ ❊✳✶ ✕ ❉♦♥♥3❡& ❞✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜& 1
❥♦❜ #❡&&♦✉#❝❡ ✭1❡♠♣& ♦♣3#❛1♦✐#❡&✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4
✶ M0(0) M1,M2(16) M3,M4(32) M7,M8(24)
✷ M0(0) M1,M2(40) M5,M6(20) M3,M4(36)
✸ M0(0) M5,M6(24) M7,M8(16) M1,M2(30)
✹ M0(0) M7,M8(28) M3,M4(36)
✺ M0(0) M5,M6(20) M1,M2(30)
✻ M0(0) M1,M2(16) M3,M4(32) M7,M8(24)
✼ M0(0) M1,M2(40) M5,M6(20) M3,M4(36)
✶✻✶
✶✻✷ ❆♥♥❡①❡ ❊✳ ❉♦♥♥(❡) ❋❏❙- ❛✈❡❝ 12❛♥)♣♦21 ✭❬❉❡2♦✉))✐ ❛♥❞ ◆♦22❡✱ ✷✵✶✵❪✮
❚❛❜❧❡ ❊✳✷ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 2
❥♦❜ 2❡++♦✉2❝❡ ✭6❡♠♣+ ♦♣)2❛6♦✐2❡+✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4
✶ M0(0) M1,M2(20) M7,M8(36)
✷ M0(0) M3,M4(20) M7,M8(36)
✸ M0(0) M1,M2(20) M5,M6(40)
✹ M0(0) M3,M4(20) M5,M6(30) M7,M8(24)
✺ M0(0) M1,M2(20) M3,M4(30) M7,M8(24)
✻ M0(0) M1,M2(20) M3,M4(30) M5,M6(24)
❚❛❜❧❡ ❊✳✸ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 3
❥♦❜ 2❡++♦✉2❝❡ ✭6❡♠♣+ ♦♣)2❛6♦✐2❡+✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4 OPi5
✶ M0(0) M1,M2(32) M5,M6(30)
✷ M0(0) M3,M4(36) M7,M8(30)
✸ M0(0) M1,M2(40) M3,M4(20)
✹ M0(0) M5,M6(30) M7,M8(20)
✺ M0(0) M1,M2(16) M3,M4(20) M5,M6(30) M7,M8(34)
✻ M0(0) M3,M4(20) M5,M6(30) M7,M8(16) M1,M2(30)
❚❛❜❧❡ ❊✳✹ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 4
❥♦❜ 2❡++♦✉2❝❡ ✭6❡♠♣+ ♦♣)2❛6♦✐2❡+✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4 OPi5 OPi6
✶ M0(0) M7,M8(22) M1,M2(20) M3,M4(14)
✷ M0(0) M5,M6(24) M3,M4(20) M7,M8(16)
✸ M0(0) M3,M4(14) M5,M6(20) M1,M2(18) M5,M6(16)
✹ M0(0) M3,M4(14) M7,M8(16) M1,M2(24) M3,M4(12)
✺ M0(0) M1,M2(18) M3,M4(14) M7,M8(16) M3,M4(20) M5,M6(16)
❚❛❜❧❡ ❊✳✺ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 5
❥♦❜ 2❡++♦✉2❝❡ ✭6❡♠♣+ ♦♣)2❛6♦✐2❡+✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4
✶ M0(0) M1,M2(12) M3,M4(24) M7,M8(18)
✷ M0(0) M1,M2(36) M5,M6(12) M3,M4(30)
✸ M0(0) M5,M6(18) M7,M8(6) M1,M2(24)
✹ M0(0) M7,M8(12) M3,M4(30)
✺ M0(0) M5,M6(6) M1,M2(18)
✶✻✸
❚❛❜❧❡ ❊✳✻ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 6
❥♦❜ 2❡++♦✉2❝❡ ✭6❡♠♣+ ♦♣)2❛6♦✐2❡+✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4
✶ M0(0) M1,M2(18) M3,M4(22) M7,M8(14)
✷ M0(0) M1,M2(38) M3,M4(40) M7,M8(26)
✸ M0(0) M3,M4(28) M5,M6(40) M7,M8(18)
✹ M0(0) M3,M4(28) M5,M6(40) M7,M8(18)
✺ M0(0) M1,M2(22) M5,M6(32) M7,M8(16)
✻ M0(0) M1,M2(20) M5,M6(24) M7,M8(20)
❚❛❜❧❡ ❊✳✼ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 7
❥♦❜ 2❡++♦✉2❝❡ ✭6❡♠♣+ ♦♣)2❛6♦✐2❡+✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4
✶ M0(0) M1,M2(12) M7,M8(12)
✷ M0(0) M3,M4(22) M7,M8(18)
✸ M0(0) M3,M4(18) M7,M8(14)
✹ M0(0) M5,M6(32) M7,M8(14)
✺ M0(0) M1,M2(18) M5,M6(36)
✻ M0(0) M3,M4(26) M5,M6(38) M7,M8(12)
✼ M0(0) M1,M2(20) M3,M4(18) M5,M6(26)
✽ M0(0) M1,M2(22) M3,M4(18) M7,M8(16)
❚❛❜❧❡ ❊✳✽ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 8
❥♦❜ 2❡++♦✉2❝❡ ✭6❡♠♣+ ♦♣)2❛6♦✐2❡+✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4 OPi5
✶ M0(0) M3,M4(24) M5,M6(42) M7,M8(22)
✷ M0(0) M3,M4(24) M5,M6(42) M7,M8(22)
✸ M0(0) M3,M4(24) M5,M6(42) M7,M8(22)
✹ M0(0) M3,M4(24) M5,M6(42) M7,M8(22)
✺ M0(0) M1,M2(20) M3,M4(28) M5,M6(36) M7,M8(9)
✻ M0(0) M1,M2(20) M3,M4(28) M5,M6(36) M7,M8(18)
❚❛❜❧❡ ❊✳✾ ✕ ❉♦♥♥)❡+ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜+ 9
❥♦❜ 2❡++♦✉2❝❡ ✭6❡♠♣+ ♦♣)2❛6♦✐2❡+✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4 OPi5
✶ M0(0) M5,M6(18) M1,M2(24) M3,M4(18) M7,M8(12)
✷ M0(0) M5,M6(32) M3,M4(22) M7,M8(18)
✸ M0(0) M1,M2(42) M3,M4(36) M7,M8(14)
✹ M0(0) M3,M4(40) M5,M6(44) M7,M8(22)
✺ M0(0) M5,M6(28) M1,M2(32) M3,M4(26) M7,M8(18)
✶✻✹ ❆♥♥❡①❡ ❊✳ ❉♦♥♥(❡) ❋❏❙- ❛✈❡❝ 12❛♥)♣♦21 ✭❬❉❡2♦✉))✐ ❛♥❞ ◆♦22❡✱ ✷✵✶✵❪✮
❚❛❜❧❡ ❊✳✶✵ ✕ ❉♦♥♥*❡, ❞✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦❜, 10
❥♦❜ 3❡,,♦✉3❝❡ ✭7❡♠♣, ♦♣*3❛7♦✐3❡,✮
✐ OPi1 OPi2 OPi3 OPi4 OPi5
✶ M0(0) M1(22) M3(38) M2(32) M4(26)
✷ M0(0) M2(42) M3(32) M4(28)
✸ M0(0) M3(16) M2(20) M1(28) M4(18)
✹ M0(0) M2(26) M3(40) M4(20)
✺ M0(0) M1(18) M3(32) M4(36)
✺ M0(0) M2(38) M1(42) M3(22) M4(30)
❚❛❜❧❡ ❊✳✶✶ ✕ ❚❡♠♣, ❞❡ ❞*♣❧❛❝❡♠❡♥7
❋▼❙✹ M0 M01 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8
M0 ✵ ✻ ✽ ✻ ✽ ✶✵ ✶✷ ✶✵ ✶✷
M1 ✽ ✵ ✷ ✽ ✷ ✹ ✻ ✹ ✻
M2 ✻ ✶✵ ✵ ✶✵ ✽ ✷ ✹ ✻ ✹
M3 ✶✷ ✹ ✻ ✵ ✻ ✽ ✶✵ ✽ ✶✵
M4 ✶✵ ✷ ✹ ✻ ✵ ✻ ✽ ✷ ✽
M5 ✽ ✽ ✷ ✽ ✻ ✵ ✻ ✹ ✷
M6 ✻ ✶✵ ✽ ✶✵ ✽ ✻ ✵ ✻ ✹
M7 ✶✷ ✹ ✻ ✹ ✷ ✽ ✶✵ ✵ ✶✵
M8 ✶✵ ✻ ✹ ✻ ✹ ✷ ✽ ✷ ✵
❆♥♥❡①❡ ❋
❉♦♥♥'❡( ❞✬✐♥(,❛♥❝❡( ❞❡ ❬▼❛,❡♦ ❡, ❛❧✳✱
✷✵✵✷❪
❈❡" "♦♥% ❧❡" ✐♥"%❛♥❝❡" ❞❡ ❍❙- ❣/♥/0/❡" ♣❛0 ❬▼❛%❡♦ ❛♥❞ ❈♦♠♣❛♥②"✱ ✷✵✵✼❪✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉①
%②♣❡" ❞❡ ❥♦❜" ♣♦✉0 ❝❤❛B✉❡ ✐♥"%❛♥❝❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ 0❡""♦✉0❝❡" ❞❡ %0❛✐%❡♠❡♥% ✭❝✉✈❡"✮ ✈❛0✐❡
❞❡ ✺ H ✶✵✳ ▲❡" ♣♦"%❡" ❞❡ ❝❤❛0❣❡♠❡♥% ❡% ❞/❝❤❛0❣❡♠❡♥% "♦♥% ❞✐""♦❝✐/"✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ② ❛✉ %♦%❛❧ ❞❡
✼ H ✶✷ 0❡""♦✉0❝❡" ✭② ❝♦♠♣0✐" ❧❡" ♣♦"%❡" ❞❡ ❝❤❛0❣❡♠❡♥% ❡% ❞/❝❤❛0❣❡♠❡♥%✮✳ ▲❡" ❣❛♠♠❡" ❞❡
❝❤❛B✉❡ ❥♦❜ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥% %♦✉❥♦✉0" ❞❡♣✉✐" ❧❡ ♣♦"%❡ ❞❡ ❝❤❛0❣❡♠❡♥%✱ ❡♥"✉✐%❡ ✈✐"✐%❡♥% ❝❤❛B✉❡
❝✉✈❡ ✉♥❡ "❡✉❧❡ ❢♦✐" ❞❡♣✉✐" ❧❛ ♣0❡♠✐L0❡ ❥✉"B✉✬H ❧❛ ❞❡0♥✐L0❡✱ ❡% ✜♥✐""❡♥% ♣❛0 ❧❡ ♣♦"%❡ ❞❡
❞/❝❤❛0❣❡♠❡♥%✳ ▲❡" %❡♠♣" ❞❡ %0❛✐%❡♠❡♥% ♣♦✉0 ❝❤❛B✉❡ %O❝❤❡ ❞✐✛/0❡♥%" ♣♦✉0 ❧❡" ❞❡✉① %②♣❡"
❞❡ ❥♦❜"✱ "❛✉❢ ❧❡" %❡♠♣" ♣❛""/" ❞❛♥" ❧❡" ♣♦"%❡" ❞❡ ❝❤❛0❣❡♠❡♥% ❡% ❞/❝❤❛0❣❡♠❡♥% ✭ [0,∞]✮✳
■❧ ② ✉♥❡ %0❡♥%❛✐♥❡ ❞✬✐♥"%❛♥❝❡" ♣♦✉0 ❝❤❛B✉❡ ❣0♦✉♣❡ ❞✬✐♥"%❛♥❝❡" ❛✈❡❝ ❧❡ ♠Q♠❡ ♥♦♠❜0❡ ❞❡
❝✉✈❡"✳ ▲❡" %❡♠♣" ❞❡ %0❛✐%❡♠❡♥% ✭❞❡♣✉✐" ❧❛ ♣0❡♠✐L0❡ ❝✉✈❡ ❥✉"B✉✬H ❧❛ ❞❡0♥✐L0❡ ❝✉✈❡✮ ❡% ❞❡
%0❛♥"♣♦0% "♦♥% ❞♦♥♥/" ❞❛♥" ❧❡" %❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❋✳✶ H ❋✳✶✳ ▲❡" %❡♠♣" ❞❡ ❞/♣❧❛❝❡♠❡♥% ❡♥ ❝❤❛0❣❡
❡% H ✈✐❞❡ ❡♥%0❡ ❞❡✉① ❝✉✈❡" "✉❝❝❡""✐✈❡" "♦♥% ✐❞❡♥%✐B✉❡" ❡% ✐❧" "♦♥% ♠♦♥%0/" ❞❛♥" ❧❡" ❞❡✉①
❞❡0♥✐L0❡" ❝♦❧♦♥♥❡" ❞❡" %❛❜❧❡❛✉①✳ ❉♦♥❝ σkl = |k − l| × σkk+1✱ τkl = |k − l| × τkk+1✳
❚❛❜❧❡ ❋✳✶ ✕ ❉♦♥♥/❡" ❞❡" ✐♥"%❛♥❝❡" ❞❡ ▼❛%❡♦ ❡% ❛❧✳ ❛✈❡❝ ✺ ❝✉✈❡"
■♥"#✳ P−ij , P
+
ij σ, τkk+1
✺✵✶ ✺✵✱✶✶✹ ✽✵✱✶✽✹ ✻✵✱✶✹✺ ✽✵✱✶✾✶ ✷✽✱✻✼ ✽ ✶✷
✹✾✱✶✷✻ ✼✶✱✶✼✽ ✺✹✱✶✺✷ ✺✸✱✶✺✾ ✺✻✱✶✻✻
✺✵✷ ✺✺✱✶✷✸ ✺✼✱✶✸✽ ✹✸✱✶✵✹ ✻✼✱✶✺✶ ✻✷✱✶✹✸ ✼ ✶✵
✹✺✱✶✷✸ ✷✵✱✺✷ ✻✽✱✷✵✹ ✼✸✱✷✵✼ ✷✺✱✼✸
✺✵✸ ✷✵✱✹✼ ✹✾✱✶✷✶ ✷✷✱✺✹ ✻✽✱✶✻✼ ✻✼✱✶✹✽ ✶✵ ✶✺
✹✾✱✶✸✶ ✼✽✱✷✵✻ ✷✼✱✼✽ ✸✵✱✽✽ ✸✵✱✽✶
✺✵✹ ✹✻✱✶✵✼ ✺✶✱✶✶✺ ✼✾✱✶✾✹ ✷✹✱✺✷ ✸✺✱✽✼ ✼ ✶✵
✹✸✱✶✷✺ ✷✷✱✺✺ ✹✵✱✶✵✸ ✹✾✱✶✸✶ ✻✹✱✶✻✾
✺✵✺ ✺✵✱✶✶✼ ✺✼✱✶✸✹ ✺✶✱✶✶✼ ✹✹✱✾✻ ✺✹✱✶✸✶ ✾ ✶✸
✼✷✱✷✵✼ ✷✼✱✼✻ ✼✾✱✷✶✸ ✹✵✱✶✶✷ ✹✻✱✶✶✾
❝♦♥#✐♥✉4 "✉5 ❧❛ ♣❛❣❡ "✉✐✈❛♥#❡
✶✻✺
✶✻✻ ❆♥♥❡①❡ ❋✳ ❉♦♥♥(❡) ❞✬✐♥)-❛♥❝❡) ❞❡ ❬▼❛-❡♦ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪
 ✉✐#❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ♣*+❝+❞❡♥#❡
■♥ #✳ P−ij , P
+
ij σ, τkk+1
✺✵✻ ✼✼✱✶✽✹ ✺✼✱✶✹✷ ✻✼✱✶✻✵ ✹✺✱✶✵✺ ✷✼✱✻✺ ✽ ✶✷
✸✸✱✸✻✶ ✸✸✱✷✹✾ ✹✸✱✷✽✻ ✷✽✱✶✶✷ ✷✸✱✷✵✽
✺✵✼ ✷✵✱✹✼ ✹✾✱ ✶✷✶ ✷✷✱ ✺✹ ✻✽✱ ✶✻✼ ✻✼✱ ✶✹✽ ✶✵ ✶✺
✼✶✱ ✹✶✼ ✹✸✱ ✹✶✷ ✹✹✱ ✸✼✷ ✻✷✱ ✸✷✵ ✷✼✱ ✷✶✺
✺✵✽ ✹✻✱ ✶✵✼ ✺✶✱ ✶✶✺ ✼✾✱ ✶✾✹ ✷✹✱ ✺✷ ✸✺✱ ✽✼ ✼ ✶✵
✹✸✱ ✷✼✾ ✼✸✱ ✼✻✷ ✷✹✱ ✶✻✽ ✺✻✱ ✷✼✹ ✼✻✱ ✻✾✸
✺✵✾ ✹✻✱ ✶✵✼ ✺✶✱ ✶✶✺ ✼✾✱ ✶✾✹ ✷✹✱ ✺✷ ✸✺✱ ✽✼ ✼ ✶✵
✼✻ ✱✷✾✾ ✷✻✱ ✷✻✽ ✼✷✱ ✻✼✸ ✼✷✱ ✹✽✹ ✼✹✱ ✼✷✻
✺✶✵ ✷✺✱ ✺✺ ✸✹✱ ✼✽ ✼✾✱ ✶✽✷ ✹✽✱ ✶✶✶ ✷✺✱ ✺✺ ✽ ✶✷
✸✸✱ ✸✻✶ ✸✸✱ ✷✹✾ ✹✸✱ ✷✽✻ ✷✽✱ ✶✶✷ ✷✸✱ ✷✵✽
✺✶✶ ✼✶✱ ✶✻✼ ✻✸✱ ✶✹✻ ✹✾✱ ✶✵✾ ✹✺✱ ✶✵✾ ✺✽✱ ✶✹✶ ✽ ✶✻
✹✵✱ ✶✵✾ ✹✺✱ ✶✸✵ ✹✵✱ ✶✵✾ ✺✾✱ ✶✻ ✷ ✸✹✱ ✾✾
✺✶✷ ✹✸✱ ✾✽ ✻✶✱ ✶✹✸ ✼✺✱ ✶✻✼ ✸✺✱ ✼✾ ✻✽✱ ✶✻✵ ✺ ✶✵
✺✼✱ ✶✻✽ ✼✷✱ ✶✾✻ ✹✹✱ ✶✸✵ ✼✺✱ ✶✾✸ ✻✾ ✱✶✼✼
✺✶✸ ✻✽✱ ✶✹✾ ✷✸✱ ✺✹ ✷✾✱ ✻✺ ✼✹✱ ✶✽✸ ✻✻✱ ✶✻✵ ✼ ✶✹
✹✽✱ ✶✸✾ ✷✻✱ ✼✺ ✼✼✱ ✷✷✹ ✼✷✱ ✶✾✵ ✷✵✱ ✺✽
✺✶✹ ✻✽✱ ✶✻✼ ✸✾✱ ✾✺ ✻✾✱ ✶✻✺ ✺✶✱ ✶✷✷ ✹✺✱ ✶✶✵ ✼ ✶✹
✹✽✱ ✶✸✾ ✷✻ ✱ ✼✺ ✼✼✱ ✷✷✹ ✼✷✱ ✶✾✵ ✷✵ ✱ ✺✽
✺✶✺ ✸✷ ✱ ✼✷ ✼✵ ✱✶✻✽ ✸✶✱ ✼✺ ✷✵✱ ✺✵ ✷✽✱ ✻✼ ✻ ✶✷
✺✸✱ ✶✸✺ ✻✷✱ ✶✼✼ ✹✼✱ ✶✷✶ ✺✵ ✱✶✹✷ ✺✽✱ ✶✺✾
✺✶✻ ✷✽✱ ✻✼ ✹✵ ✱ ✾✺ ✷✻✱ ✺✾ ✷✾✱ ✻✻ ✹✸ ✱✶✵✻ ✶✵ ✷✵
✷✽✱ ✶✻✹ ✻✶✱ ✸✼✽ ✷✻✱ ✷✷✺ ✸✷✱ ✷✵✸ ✺✼✱ ✹✽✻
✺✶✼ ✻✸✱ ✶✹✹ ✻✸ ✱✶✹✻ ✸✼ ✱ ✽✽ ✸✵✱ ✼✵ ✺✸✱ ✶✷✹ ✽ ✶✻
✷✼ ✱✶✺✸ ✸✵✱ ✶✽✸ ✷✷✱✷✵✼ ✸✽✱ ✸✵✽ ✺✺✱ ✸✼✶
✺✶✽ ✻✽ ✱✶✻✼ ✸✾ ✱ ✾✺ ✻✾✱ ✶✻✺ ✺✶ ✱✶✷✷ ✹✺✱ ✶✶✵ ✼ ✶✹
✹✹✱ ✷✺✼ ✸✷ ✱✸✸✾ ✺✹✱ ✶✼✾ ✼✶✱ ✷✾✵ ✻✾✱ ✷✺✾
✺✶✾ ✼✶✱ ✶✻✼ ✻✸✱ ✶✹✻ ✹✾✱✶✵✾ ✹✺ ✱✶✵✾ ✺✽✱ ✶✹✶ ✽ ✶✻
✸✶ ✱✷✸✶ ✼✽ ✱✹✷✸ ✷✶✱ ✶✷✽ ✺✾✱ ✶✼✽ ✼✽✱ ✻✻✸
✺✷✵ ✸✷✱ ✼✷ ✼✵ ✱✶✻✽ ✸✶✱ ✼✺ ✷✵✱ ✺✵ ✷✽ ✱ ✻✼ ✻ ✶✷
✷✹ ✱✶✸✹ ✸✼ ✱✶✸✺ ✻✾ ✱✺✼✷ ✺✽✱ ✷✹✻ ✹✻ ✱✸✸✷
✺✷✶ ✹✵ ✱ ✽✾ ✻✸✱ ✶✺✺ ✸✹✱ ✽✹ ✼✸✱ ✶✼✶ ✸✸✱ ✼✽ ✻ ✶✽
✹✹ ✱✶✷✾ ✷✼ ✱ ✼✺ ✽✵ ✱✷✸✽ ✺✺ ✱✶✹✽ ✷✼ ✱ ✼✵
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✶✶✶ ✺✼✱✶✸✹ ✼✾✱✶✼✾ ✷✹✱✺✼ ✽✵✱✶✼✼ ✸✾✱✾✻ ✷✷✱✹✾ ✻✸✱✶✸✾ ✻✽✱✶✺✾ ✷✵✱✹✻ ✺✺✱✶✷✺ ✽ ✶✻
✸✻✱✾✵ ✻✵✱✶✼✾ ✹✼✱✶✷✸ ✻✶✱✶✽✵ ✼✸✱✶✾✽ ✼✶✱✶✽✽ ✷✹✱✼✵ ✼✾✱✷✵✶ ✹✵✱✶✵✼ ✷✸✱✻✺
✶✶✷ ✷✹✱✺✼ ✻✾✱✶✻✼ ✸✵✱✼✷ ✼✼✱✶✽✾ ✺✺✱✶✷✽ ✼✷✱✶✼✶ ✹✻✱✶✵✺ ✼✾✱✶✾✹ ✻✵✱✶✸✽ ✼✻✱✶✼✹ ✾ ✶✽
✺✷✱✶✺✺ ✹✷✱✶✷✶ ✼✼✱✷✶✸ ✺✼✱✶✺✺ ✺✻✱✶✺✵ ✼✹✱✷✵✻ ✻✺✱✶✾✶ ✻✼✱✶✾✻ ✸✻✱✾✽ ✼✽✱✷✷✽
✶✶✸ ✻✶✱✶✺✶ ✻✶✱✶✸✻ ✸✹✱✼✻ ✸✺✱✽✶ ✺✼✱✶✸✻ ✹✹✱✶✵✻ ✹✹✱✾✽ ✼✸✱✶✽✷ ✼✹✱✶✻✻ ✸✽✱✽✼ ✻ ✶✷
✻✻✱✶✾✼ ✸✸✱✾✵ ✸✽✱✶✶✷ ✼✼✱✷✶✻ ✼✾✱✷✷✾ ✻✻✱✶✾✼ ✻✺✱✶✻✹ ✹✸✱✶✶✵ ✺✶✱✶✸✼ ✻✽✱✷✵✶
✶✶✹ ✹✽✱✶✶✹ ✺✵✱✶✶✷ ✹✵✱✽✾ ✼✾✱✶✾✻ ✹✾✱✶✶✶ ✺✽✱✶✸✺ ✻✺✱✶✹✾ ✹✺✱✶✶✶ ✸✽✱✽✺ ✺✼✱✶✸✸ ✼ ✶✹
✻✼✱✶✽✼ ✼✾✱✷✷✶ ✼✼✱✶✾✸ ✹✸✱✶✷✸ ✻✹✱✶✻✻ ✹✵✱✶✶✶ ✹✹✱ ✶✶✷ ✹✺✱✶✷✸ ✺✷✱ ✶✸✾ ✻✼✱✷✵✵
✶✶✺ ✻✼✱ ✶✺✾ ✻✵ ✱✶✸✽ ✸✼ ✱✽✽ ✼✼ ✱✶✼✸ ✼✸ ✱✶✼✹ ✷✶ ✱✹✽ ✸✶ ✱✼✼ ✹✸ ✱✾✼ ✷✷✱✺✷ ✻✼✱✶✺✺ ✶✵ ✷✵
✺✵✱ ✶✸✾ ✹✷ ✱✶✷✹ ✺✷ ✱✶✸✾ ✺✹ ✱✶✻✶ ✼✸ ✱✶✽✾ ✻✷ ✱✶✽✸ ✸✻ ✱✶✵✷ ✺✵✱ ✶✹✽ ✸✶ ✱✽✵ ✹✺ ✱✶✸✹
✶✶✻ ✻✶✱✶✺✶ ✻✶✱✶✸✻ ✸✹✱✼✻ ✸✺✱✽✶ ✺✼✱✶✸✻ ✹✹✱✶✵✻ ✹✹✱✾✽ ✼✸✱✶✽✷ ✼✹✱✶✻✻ ✸✽✱✽✼ ✻ ✶✷
✺✺✱✻✵✸ ✼✶✱✺✶✹ ✹✼✱✹✷✾ ✻✽✱✷✼✵ ✺✺✱✺✹✼ ✸✶✱✶✷✺ ✸✽✱✸✹✸ ✻✸✱✸✵✽ ✷✼✱✶✶✵ ✸✽✱✷✽✷
✶✶✼ ✷✸✱✺✻ ✼✾✱✶✼✽ ✷✶✱✹✻ ✻✸✱✶✺✹ ✺✾✱✶✸✾ ✷✺✱✺✺ ✺✶✱✶✶✸ ✹✽✱✶✶✶ ✷✼✱✻✷ ✹✽✱✶✶✾ ✺ ✶✵
✷✽✱✶✹✶ ✼✺✱✸✵✵ ✹✷✱✸✻✼ ✹✺✱✷✶✹ ✺✸✱✺✻✹ ✹✽✱✶✺✺ ✺✵✱✷✸✶ ✻✵✱✺✺✵ ✹✸✱✷✾✹ ✸✽✱✸✹✻
✶✶✽ ✹✽✱✶✶✹ ✺✵✱✶✶✷ ✹✵✱✽✾ ✼✾✱ ✶✾✻ ✹✾✱ ✶✶✶ ✺✽ ✱✶✸✺ ✻✺✱ ✶✹✾ ✹✺✱✶✶✶ ✸✽✱✽✺ ✺✼✱ ✶✸✸ ✼ ✶✹
✼✽ ✱✸✽✹ ✻✶✱✷✶✼ ✹✼✱ ✸✺✾ ✺✷✱ ✷✶✻ ✺✻ ✱✸✷✶ ✼✾ ✱✼✻✹ ✺✾✱ ✶✽✾ ✺✻ ✱✷✽✻ ✻✾ ✱✹✷✶ ✸✵✱✷✾✺
✶✶✾ ✻✼✱✶✺✾ ✻✵✱✶✸✽ ✸✼✱✽✽ ✼✼✱✶✼✸ ✼✸✱✶✼✹ ✷✶✱✹✽ ✸✶✱✼✼ ✹✸✱✾✼ ✷✷✱✺✷ ✻✼✱✶✺✺ ✶✵ ✷✵
✸✹✱✶✸✷ ✷✼✱✷✺✽ ✹✾✱✷✽✷ ✺✽✱✺✹✹ ✷✽✱✷✼✾ ✼✵✱✸✶✺ ✹✷✱✷✵✹ ✼✷✱✼✽✹ ✺✵✱✸✹✸ ✹✸✱✹✶✺
✶✷✵ ✷✸✱✺✹ ✽✵✱✶✽✷ ✸✵✱✼✶ ✻✻✱✶✻✹ ✹✺✱ ✶✵✵ ✸✸ ✱✼✷ ✷✻ ✱✻✶ ✷✹✱✺✾ ✸✻✱ ✽✺ ✷✼✱ ✻✻ ✾ ✶✽
✼✵ ✱✸✻✸ ✷✷✱✷✵✵ ✷✶✱✶✻✶ ✼✶✱✸✻✺ ✻✻✱✺✼✵ ✹✾✱✸✼✼ ✹✸✱✷✽✺ ✻✾✱ ✷✼✷ ✹✼✱ ✸✸✹ ✷✺ ✱✶✶✼
✶✷✶ ✻✵✱✶✹✻ ✷✸✱✺✻ ✹✸✱✶✵✻ ✼✾✱✶✼✽ ✸✹✱✼✺ ✻✽✱✶✺✺ ✺✻✱✶✷✾ ✸✷✱✼✾ ✻✽✱✶✺✶ ✷✺✱✻✷ ✻ ✶✽
✻✻✱✶✽✵ ✸✻✱✶✵✷ ✺✾✱✶✺✵ ✻✷✱✶✼✵ ✷✶✱✺✾ ✸✺✱✾✹ ✷✶✱✺✷ ✹✷✱✶✷✷ ✻✸✱✶✻✻ ✻✸✱✶✼✺
✶✷✷ ✷✶✱✺✶ ✻✷✱✶✹✸ ✺✽✱✶✹✷ ✺✺✱✶✸✷ ✷✾✱✻✻ ✸✾✱✽✼ ✼✼✱✶✼✾ ✻✸✱✶✹✵ ✻✸✱✶✹✼ ✼✶✱✶✻✷ ✾ ✷✼
✹✸✱✶✵✼ ✺✹✱✶✹✽ ✸✶✱✽✵ ✺✺✱✶✹✷ ✷✷✱✻✺ ✷✶✱✺✽ ✷✽✱✼✹ ✼✸✱✷✶✻ ✹✾✱✶✷✼ ✹✵✱✶✵✶
✶✷✸ ✺✽✱✶✹✹ ✸✷✱✽✵ ✸✺✱✼✾ ✼✽✱✶✾✹ ✼✵✱✶✻✶ ✹✵✱✾✾ ✼✽✱✶✾✹ ✺✻✱✶✷✹ ✷✺✱✺✽ ✼✻✱✶✽✼ ✼ ✷✶
✹✼✱✶✷✾ ✷✷✱✻✹ ✼✽✱✷✷✺ ✷✶✱✻✶ ✺✵✱✶✸✶ ✼✶✱✷✶✸ ✸✶✱✽✽ ✷✻✱✼✶ ✹✺✱✶✶✾ ✺✷✱✶✹✽
❝♦♥#✐♥✉+  ✉* ❧❛ ♣❛❣❡  ✉✐✈❛♥#❡
✶✼✹ ❆♥♥❡①❡ ❋✳ ❉♦♥♥(❡) ❞✬✐♥)-❛♥❝❡) ❞❡ ❬▼❛-❡♦ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪
 ✉✐#❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ♣*+❝+❞❡♥#❡
■♥ #✳ P−ij , P
+
ij σ, τkk+1
✶✷✹ ✼✺✱✶✻✼ ✷✻✱✺✽ ✻✶✱✶✸✾ ✸✸✱✽✵ ✻✵✱✶✸✽ ✹✸✱✶✵✹ ✻✵✱✶✹✼ ✹✹✱✾✽ ✺✾✱✶✸✵ ✺✸✱✶✷✻ ✽ ✷✹
✺✶✱✶✹✹ ✻✼✱✶✾✵ ✸✾✱✶✶✺ ✹✵✱✶✵✽ ✹✺✱✶✶✼ ✻✽✱✶✼✸ ✸✺✱✽✾ ✷✹✱✻✺ ✼✽✱✷✸✷ ✻✽✱✶✾✻
✶✷✺ ✼✺✱✶✽✻ ✷✺✱✻✷ ✺✷✱✶✷✺ ✹✸✱✶✵✺ ✼✽✱✶✽✻ ✷✵✱✹✽ ✺✾✱✶✸✹ ✸✶✱✻✽ ✼✷✱✶✼✷ ✹✶✱✾✶ ✼ ✷✶
✹✼✱✶✷✾ ✷✷✱✻✹ ✼✽✱✷✷✺ ✷✶✱✻✶ ✺✵✱✶✸✶ ✼✶✱✷✶✸ ✸✶✱✽✽ ✷✻✱✼✶ ✹✺✱✶✶✾ ✺✷✱✶✹✽
✶✷✻ ✷✶✱✺✶ ✻✷✱✶✹✸ ✺✽✱✶✹✷ ✺✺✱✶✸✷ ✷✾✱✻✻ ✸✾✱✽✼ ✼✼✱✶✼✾ ✻✸✱✶✹✵ ✻✸✱✶✹✼ ✼✶✱✶✻✷ ✾ ✷✼
✸✷✱✶✻✵ ✹✹✱✷✵✷ ✺✵✱✷✹✵ ✷✼✱✶✻✺ ✸✵✱✷✽✺ ✼✷✱✼✵✻ ✼✹✱✹✽✷ ✻✷✱✹✸✵ ✼✵✱✸✽✸ ✸✽✱✷✶✵
✶✷✼ ✼✺✱✶✻✼ ✷✻✱✺✽ ✻✶✱✶✸✾ ✸✸✱ ✽✵ ✻✵✱ ✶✸✽ ✹✸ ✱✶✵✹ ✻✵ ✱✶✹✼ ✹✹✱ ✾✽ ✺✾✱ ✶✸✵ ✺✸✱ ✶✷✻ ✽ ✷✹
✻✺✱ ✸✶✽ ✼✽✱ ✼✸✽ ✷✼ ✱✷✻✾ ✽✵ ✱✸✼✸ ✻✹✱ ✻✸✼ ✻✻✱ ✻✸✾ ✸✼✱ ✶✺✹ ✹✷✱✹✻✶ ✸✶✱ ✷✸✼ ✼✽✱ ✻✽✼
✶✷✽ ✻✺✱✶✺✸ ✺✷✱✶✷✶ ✻✺✱✶✹✻ ✼✸✱✶✼✼ ✷✹✱✺✽ ✸✽✱✾✶ ✹✸✱✾✽ ✼✹✱✶✽✺ ✷✻✱✺✽ ✺✼✱✶✸✷ ✼ ✷✶
✼✽✱✻✾✹ ✻✹✱✸✷✺ ✻✽✱✻✷✵ ✸✼✱✶✶✼ ✺✽✱✷✻✹ ✹✾✱✷✸✸ ✼✺✱✽✵✸ ✺✺✱✺✼✵ ✷✶✱✶✵✽ ✷✹✱✶✻✺
✶✷✾ ✻✵✱✶✹✻ ✷✸✱✺✻ ✹✸✱✶✵✻ ✼✾✱✶✼✽ ✸✹✱✼✺ ✻✽✱✶✺✺ ✺✻✱✶✷✾ ✸✷✱✼✾ ✻✽✱✶✺✶ ✷✺✱✻✷ ✻ ✶✽
✺✹✱✸✻✻ ✷✽✱✷✾✶ ✹✻✱✸✾✼ ✸✶✱✷✽✺ ✷✼✱✶✵✺ ✻✹✱✷✷✼ ✻✵✱✸✾✹ ✷✺✱✶✶✾ ✼✸✱✷✻✵ ✻✷✱✷✸✽
✶✸✵ ✻✵✱✶✹✻ ✷✸✱✺✻ ✹✸✱✶✵✻ ✼✾✱✶✼✽ ✸✹✱✼✺ ✻✽✱✶✺✺ ✺✻✱✶✷✾ ✸✷✱✼✾ ✻✽✱✶✺✶ ✷✺✱✻✷ ✻ ✶✽
✻✶✱✺✺✽ ✷✵✱✶✺✸ ✼✻✱✼✵✵ ✼✼✱✷✹✻ ✼✼✱✷✸✽ ✻✻✱✸✹✽ ✸✾✱✸✸✺ ✺✹✱✸✾✻ ✻✾✱✺✸✶ ✼✻✱✻✵✾
❆♥♥❡①❡ ●
❉♦♥♥'❡( ❞❡ ❬+❛✉❧ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪
❈❡" ✐♥"%❛♥❝❡" ❝♦♥"✐"%❡♥% ❡♥ ✶✹ ♣,♦❜❧/♠❡ 1 ✹✵ ❥♦❜"✳ ■❧ ② ✶✽ ❝✉✈❡" ❞❛♥" ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡
♣,♦❞✉❝%✐♦♥ ✭✈♦✐, %❛❜❧❡❛✉ ●✳✶✮✳ ❈❡" ✐♥"%❛♥❝❡" "♦♥% ❝,?❡" 1 ♣❛,%✐, ❞❡ @✉❛%,❡ %②♣❡" ❞❡ ❥♦❜" ✿
❈❆❆✱ ❨❆▲✱ ❙❆❉ ❡% ❙❆❙ ✭✈♦✐, %❛❜❧❡❛✉ ●✳✷✮✳ ▲❡" ✶✹ ✐♥"%❛♥❝❡" "❡ ❝♦♠♣♦"❡♥% 1 ♣❛,%✐, ❧❡"
@✉❛%,❡ %②♣❡" ❞❡ ❥♦❜" ❛✈❡❝ ❞✐✛?,❡♥%❡" ,❛%✐♦♥" ✭✈♦✐, %❛❜❧❡❛✉ ●✳✸✮✳ ▼L❙ ❞❛♥" ❧❡ %❛❜❧❡❛✉ ❡"%
❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛&' (❡'✳ L❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ♣,♦❞✉❝%✐♦♥ ❝♦♠♣♦"?❡ ❞❡ ✭✻✽✪ ❈❆❆✱ ✶✻✪ ❨❆▲✱ ✽✪
❙❆❉✱ ✽✪ ❙❆❙✮ ♣♦✉, ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ ✶✷ ❥♦❜" ❝♦,,❡"♣♦♥❞ ❛♣♣,♦①✐♠❛%✐✈❡♠❡♥% 1 ✉♥ ▼L❙
✭✽✱✷✱✶✱✶✮✳ L♦✉, ✉♥ ▼L❙ ✭a1, a2, a3, a4✮✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉, γ @✉✐ ❝♦,,❡"♣♦♥❞ ❧❛ ✈❛,✐❛%✐♦♥ ❞✬✐♥"%❛♥❝❡✱






✳ ▲❡" %❡♠♣" ❞❡ ❞?♣❧❛❝❡♠❡♥% ❡♥ ❝❤❛,❣❡ ❡% 1
✈✐❞❡ ❡♥%,❡ ❞❡✉① ❝✉✈❡" Mi ❡% Mj ?❣❛❧❡♥% 25 + 2× |i− j| ✭"❡❝♦♥❞✮✱ ❡% 2× |i− j| ✭"❡❝♦♥❞✮✳
✶✼✺
✶✼✻ ❆♥♥❡①❡ ●✳ ❉♦♥♥(❡) ❞❡ ❬,❛✉❧ ❡0 ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪
❚❛❜❧❡ ●✳✶ ✕ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣/♦❞✉❝3✐♦♥ ❞❡4 ✐♥43❛♥❝❡4 ❞❡ ❬6❛✉❧ ❡3 ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪
❝✉✈❡$ ♦♣'(❛*✐♦♥ *(❡♠♣❡ *❡♠♣$ ❞❡ *(❛✐*❡♠❡♥* ✭♠✐♥✮
Mi ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♠❛①✐♠❛❧
✶ ❈❤"♦♠✐❝ ❛❝✐❞ ❛♥♦❞✐*✐♥❣ ✭❈❆❆✮ ✷✸ ✷✻
✷ (✐♥9❛❣❡ ✶ ❞❡ ❈❆❆ ✸ ✹
✸ (✐♥9❛❣❡ ✷ ❞❡ ❈❆❆ ✸ ✹
✹ (✐♥9❛❣❡ ✸ ❞❡ ❈❆❆ ✶✺ ∞
✺ $'❝❤❛❣❡ ✶✺ ∞
✻ (✐♥9❛❣❡ ❝✐(❝✉❧❛*✐♦♥ ✸ ∞
✼ ②❡❧❧♦✇ ❛❧♦❞✐♥✐♥❣ ✭❨❆▲✮ ✷ ✸
✽ (✐♥9❛❣❡ ✶ ❞❡ ❨❆▲ ✸ ✹
✾ (✐♥9❛❣❡ ✷ ❞❡ ❨❆▲ ✸ ✹
✶✵ (✐♥9❛❣❡ ❞❡ $❝❡❧❧❛❣❡ ✷ ✷ ∞
✶✶ (✐♥9❛❣❡ ❞❡ $❝❡❧❧❛❣❡ ✶ ✷ ✸
✶✷ $❝❡❧❧❛❣❡ ✹✵ ✶✺
✶✸ ❛♥♦❞✐$❛*✐♦♥ $✉♣♣❧'♠❡♥*❛✐(❡ D ❧✬❛❝✐❞❡ ✭❙❆❆✮ ✼✵ ✼✸
✶✹ (✐♥9❛❣❡ ✶ ❞❡ ❙❆❆ ✷ ✸
✶✺ (✐♥9❛❣❡ ✷ ❞❡ ❙❆❆ ✷ ∞
✶✻ *❡✐♥*✉(❡ ❞❡ $❝❡❧❧❛❣❡ ✭$❡❛❧✐♥❣ ❞②❡✐♥❣✮ ✹✵ ✹✺
✶✼ (✐♥9❛❣❡ ❞❡ *❡✐♥*✉(❡ ✸ ∞
✶✽ *❡✐♥*✉(❡ ✶✺ ✷✵
❚❛❜❧❡ ●✳✷ ✕ ;✉❛3/❡ 3②♣❡4 ❞❡ ❥♦❜4 ❞❡4 ✐♥43❛♥❝❡4 ❞❡ ❬6❛✉❧ ❡3 ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪






❚❛❜❧❡ ●✳✸ ✕ ❈♦♠♣♦4✐3✐♦♥4 ❞❡4 ✐♥43❛♥❝❡4 ❞❡ ❬6❛✉❧ ❡3 ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪
✐♥$*❛♥❝❡ ▼L❙✭❈❆❆✱❨❆▲✱❙❆❉✱❙❆❙✮ γ ✐♥$*❛♥❝❡ ▼L❙✭❈❆❆✱❨❆▲✱❙❆❉✱❙❆❙✮ γ
✶ ✭✾✱✶✱✶✱✶✮ ✶✷✱✵ ✽ ✭✻✱✷✱✷✱✷✮ ✸✱✵
✷ ✭✽✱✷✱✶✱✶✮ ✽✱✺ ✾ ✭✺✱✹✱✷✱✶✮ ✷✱✺
✸ ✭✼✱✸✱✶✱✶✮ ✻✱✵ ✶✵ ✭✺✱✸✱✸✱✶✮ ✷✱✵
✹ ✭✼✱✷✱✷✱✶✮ ✺✱✺ ✶✶ ✭✺✱✸✱✷✱✷✮ ✶✱✺
✺ ✭✻✱✹✱✶✱✶✮ ✹✱✺ ✶✷ ✭✹✱✹✱✷✱✷✮ ✶✱✵
✻ ✭✺✱✺✱✶✱✶✮ ✹✱✵ ✶✸ ✭✹✱✸✱✸✱✷✮ ✵✱✺
✼ ✭✻✱✸✱✷✱✶✮ ✸✱✺ ✶✹ ✭✸✱✸✱✸✱✸✮ ✵✱✵
❆♥♥❡①❡ ❍
❘&'✉❧*❛*' ❞❡ ❙❇◆ ♣♦✉2 ❬▼❛*❡♦ ❡* ❛❧✳✱
✷✵✵✷❪ ❛✈❡❝ ✻ = ✶✵ ❝✉✈❡'
❈❡" #$"✉❧'❛'" "♦♥' ♦❜'❡♥✉" ♣❛# ❧❛ ♠$'❤♦❞❡ ❙❇◆ ♣#♦♣♦"$❡✱ "✉# ✶✵✵ ❡①$❝✉'✐♦♥"✳ ▲❡"
♠❡✐❧❧❡✉#" #$"✉❧'❛'" ♦❜'❡♥✉" "♦♥' ❝♦♠♣❛#$" ❛✈❡❝ ❧❡" #$"✉❧'❛'" ❞❡ #$❢$#❡♥❝❡✳ ◆♦'#❡ ♣#♦❣#❛♠♠❡
❡"' $❝#✐' ❡♥ ❈✰✰✱ ❡' ✐❧ ❡"' '❡"'$ "✉# ✉♥ ❈?❯ ❞❡ ✷✱✽●❍❩ ✭❆▼❉ ?❤❡♥♦♠ ❳✷✮✳ ▲❡" '❡♠♣"
❞✬❡①$❝✉'✐♦♥ ✈❛#✐❡♥' ❡♥'#❡ ✉♥❡ ❤❡✉#❡ ❡' '#♦✐" ❤❡✉#❡" "❡❧♦♥ ❧❡" '❛✐❧❧❡" ❞✬✐♥"'❛♥❝❡"✳ ?♦✉# #$✲
"♦✉❞#❡ ❝❡" ✐♥"'❛♥❝❡"✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❛♣♣❧✐N✉$ ❧❛ ♣#♦❝$❞✉#❡ ❞❡" ❝❛" ♣❛#'✐❝✉❧✐❡#" ❞$✈❡❧♦♣♣$❡ ❛✉
❝❤❛♣✐'#❡ ✹✳
✶✼✼
✶✼✽ ❆♥♥❡①❡ ❍✳ ❘'(✉❧+❛+( ❞❡ ❙❇◆ ♣♦✉3 ❬▼❛+❡♦ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ❛✈❡❝ ✻ = ✶✵ ❝✉✈❡(
❚❛❜❧❡ ❍✳✶ ✕ ❘'(✉❧+❛+( ♣♦✉/ ❧❡( ✐♥(+❛♥❝❡( ❞❡ ❬▼❛+❡♦ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ❛✈❡❝ ✻ ❝✉✈❡(✱ ✷✶ ❥♦❜(✱
✉♥ ❡+ ❞❡✉① /♦❜♦+( ❬▼❛+❡♦ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪
■♥"#✳ ❘❡❢✳ ❚ LB UB ❈♠❛① ❞❡ ✶ GapLB(%) GapUB(%) ❈♠❛① ❞❡ ✷ Gap(%)
0♦❜♦# C1 0♦❜♦#" C2
✻✵✶ ✹✺✵ ✹✾✾✷ ✺✺✸✶ ✺✶✷✻ ✷✱✻✽ ✲✼✱✸✷ ✸✻✸✾ ✲✷✾✱✵✶
✻✵✷ ✹✹✵ ✹✽✾✷ ✺✹✸✶ ✺✵✺✻ ✸✱✸✺ ✲✻✱✾✵ ✸✶✹✽ ✲✸✼✱✼✹
✻✵✸ ✸✸✼ ✸✼✷✷ ✹✶✵✾ ✸✽✾✾ ✹✱✼✻ ✲✺✱✶✶ ✷✹✹✸ ✲✸✼✱✸✹
✻✵✹ ✸✸✻ ✸✼✶✷ ✹✵✾✾ ✸✾✼✵ ✻✱✾✺ ✲✸✱✶✺ ✷✸✵✻ ✲✹✶✱✾✶
✻✵✺ ✸✻✻ ✸✾✺✼ ✹✷✽✼ ✸✾✻✵ ✵✱✵✽ ✲✼✱✻✸ ✷✷✾✵ ✲✹✷✱✶✼
✻✵✻ ✷✻✾ ✸✵✷✾ ✸✹✸✽ ✸✸✵✶ ✽✱✾✽ ✲✸✱✾✽ ✷✵✽✹ ✲✸✻✱✽✼
✻✵✼ ✸✶✻ ✸✺✶✷ ✸✽✾✾ ✸✻✼✹ ✹✱✻✶ ✲✺✱✼✼ ✷✶✶✷ ✲✹✷✱✺✶
✻✵✽ ✸✸✷ ✸✻✾✶ ✹✶✵✸ ✸✾✾✻ ✽✱✷✻ ✲✷✱✻✶ ✷✶✾✸ ✲✹✺✱✶✷
✻✵✾ ✺✷✺ ✺✺✾✸ ✺✽✾✷ ✺✽✹✸ ✹✱✹✼ ✲✵✱✽✸ ✸✵✺✻ ✲✹✼✱✼✵
✻✶✵ ✸✻✷ ✸✾✶✼ ✹✷✹✼ ✸✼✹✵ ✲✹✱✺✷ ✲✶✶✱✾✹ ✷✸✸✵ ✲✸✼✱✼✵
✻✶✶ ✹✻✶ ✹✾✹✾ ✺✷✼✵ ✺✷✵✻ ✺✱✶✾ ✲✶✱✷✶ ✷✼✵✽ ✲✹✼✱✾✽
✻✶✷ ✺✾✻ ✻✹✻✹ ✻✾✻✼ ✻✺✸✾ ✶✱✶✻ ✲✻✱✶✹ ✸✹✸✺ ✲✹✼✱✹✼
✻✶✸ ✻✷✶ ✻✻✼✺ ✼✶✹✵ ✼✵✽✺ ✻✱✶✹ ✲✵✱✼✼ ✸✷✾✺ ✲✺✸✱✹✾
✻✶✹ ✻✵✻ ✻✹✾✻ ✻✽✾✺ ✻✼✷✻ ✸✱✺✹ ✲✷✱✹✺ ✸✻✼✺ ✲✹✺✱✸✻
✻✶✺ ✻✻✷ ✼✵✺✻ ✼✹✺✺ ✼✶✵✻ ✵✱✼✶ ✲✹✱✻✽ ✸✻✵✶ ✲✹✾✱✸✷
✻✶✻ ✹✾✾ ✺✹✹✻ ✺✽✾✷ ✺✹✾✹ ✵✱✽✽ ✲✻✱✼✺ ✸✶✹✻ ✲✹✷✱✼✹
✻✶✼ ✺✽✶ ✻✸✶✹ ✻✽✶✼ ✻✼✽✺ ✼✱✹✻ ✲✵✱✹✼ ✸✸✶✽ ✲✺✶✱✶✵
✻✶✽ ✹✷✵ ✹✻✹✸ ✺✶✵✻ ✹✼✵✻ ✶✱✸✻ ✲✼✱✽✸ ✷✼✺✺ ✲✹✶✱✹✻
✻✶✾ ✺✻✼ ✻✶✸✺ ✻✻✵✵ ✻✵✼✼ ✲✵✱✾✺ ✲✼✱✾✷ ✸✷✻✵ ✲✹✻✱✸✻
✻✷✵ ✺✽✸ ✻✷✼✹ ✻✻✼✵ ✻✽✺✹ ✾✱✷✹ ✷✱✼✻ ✸✸✽✽ ✲✺✵✱✺✼
✻✷✶ ✼✸✾ ✼✾✷✷ ✽✸✹✼ ✽✵✼✾ ✶✱✾✽ ✲✸✱✷✶ ✹✹✾✻ ✲✹✹✱✸✺
✻✷✷ ✺✶✵ ✺✺✵✻ ✺✽✽✹ ✺✼✼✻ ✹✱✾✵ ✲✶✱✽✹ ✷✼✼✾ ✲✺✶✱✽✾
✻✷✸ ✺✹✽ ✺✽✶✹ ✻✵✹✾ ✺✺✽✾ ✲✸✱✽✼ ✲✼✱✻✵ ✹✵✼✼ ✲✷✼✱✵✺
✻✷✹ ✻✺✸ ✻✾✻✺ ✼✸✶✾ ✻✽✺✺ ✲✶✱✺✽ ✲✻✱✸✹ ✸✾✺✾ ✲✹✷✱✷✺
✻✷✺ ✺✻✽ ✻✵✺✷ ✻✸✺✶ ✺✾✹✸ ✲✶✱✽✵ ✲✻✱✹✷ ✸✸✺✶ ✲✹✸✱✻✶
✻✷✻ ✺✽✻ ✻✷✼✻ ✻✻✵✵ ✻✸✻✺ ✶✱✹✷ ✲✸✱✺✻ ✺✵✽✵ ✲✷✵✱✶✾
✻✷✼ ✹✼✼ ✺✶✼✻ ✺✺✺✹ ✺✵✷✻ ✲✷✱✾✵ ✲✾✱✺✶ ✷✾✺✶ ✲✹✶✱✷✾
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GapLB = (C1 − LB)/LB
GapUB = (C1 − UB)/UB
Gap = (C2 − C1)/C1
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GapLB = (C1 − LB)/LB
GapUB = (C1 − UB)/UB
Gap = (C2 − C1)/C1
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